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n este artículo se presenta un
decodificador universal de có-
digos de control de errores,

que permite reconocer y en su caso
reconstruir una amplia gama de alfa-
betos, dentro de los más usados en
las comunicaciones digitales. Todo
canal de comunicación digital pre-
senta un riesgo de pérdida de la
información transmitida, lo cual se
pretende resolver codificando la in-
formación de tal manera que al recu-
perarla en el receptor se pueda re-
construir la señal original (dentro de
cierto margen de error). Las técnicas
algebraicas de tratamiento de código
están basadas en las herramientas
tradicionales del procesamiento digi-
tal de señales: convolución, filtros y
sobre todo Transformada de Fourier.
Todo esto trabajando no sobre los
dominios usuales (números reales y
complejos) sino sobre campos finitos
(Campos de Galois), haciendo una
síntesis interesante entre álgebra
moderna, filtrado clásico y teoría de
números.

Transformada de Fourier
Sobre Campos Finitos

Los ejemplos típicos de campos
como conjunto algebraico son los
números reales y complejos. La ca-

Tablas de suma y producto para
GF(2)

Si se tiene un campo K siempre es
posible construir un campo mayor, el
cual está formado por vectores de K;
a este campo se le conoce como una
extensión de K. A estos vectores de
K se les puede acomodar como los
coeficientes de un polinomio, es de-
cir, existe una relación 1:1 entre

a = [a
0
,...,a

n
] y a(x) = a

0
 + a

1
x1+,...,a

n
xn

donde cada a
k
 pertenece a K. Siendo

este el caso, la suma vectorial equiva-
le a la suma de polinomios y se puede
definir el producto entre dos elemen-
tos, a(x) y b(x), como c(x)=a(x)b(x)
mod p(x), donde p(x) es un polino-
mio irreducible (en este caso de grado
n+1). Con la suma definida como la
suma usual de polinomios y el pro-
ducto módulo con el polinomio irre-
ducible, el conjunto de vectores del
campo K forma un campo. Se puede
observar que el punto clave para que
exista una extensión de un orden
dado es el polinomio irreducible, que
en general no existe para cualquier
campo y cualquier orden.

En particular, los números com-
plejos se pueden considerar como
una extensión de orden dos si se
considera el polinomio p(x)= 1+X2

E

racterística principal de estos conjun-
tos es que constan de dos operacio-
nes, suma y producto, que se relacio-
nan entre si por medio de la propie-
dad distributiva, y debido a la existen-
cia única de los inversos en la suma y
el producto se puede restar y dividir.

Los números reales y complejos
no son los únicos conjuntos a los que
se puede dotar de una estructura de
campo. En diversas áreas de la inge-
niería, sobre todo en comunicacio-
nes, surgen conjuntos, especialmen-
te finitos, que por su naturaleza pro-
pia tienen estructura de campo.

La teoría de los campos finitos
surge a principios del siglo pasado
gracias a los trabajos de Evaristo
Galois en el problema de demostrar
la imposibilidad de resolver una ecua-
ción de quinto orden o más por
medio de radicales.

Este concepto de considerar las
propiedades generadoras indepen-
dientes de los objetos donde se plas-
man fué, a la larga, la base del álgebra
moderna.

Sea K igual al conjunto {0,1} con
el producto binario usual y la suma
modulo 2 forma un campo; para el
caso de los campos finitos se puede
hacer una tabla para el producto y
otra para la suma, donde se puedan
observar todas las propiedades. La
notación para identificar a los cam-
pos finitos es GF(P) donde P es el
número de elementos.
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sobre los reales, GF(2n); es decir, el
conjunto de ceros y unos de tamaño
n forma una extensión del campo
k={0,1} (en teoría de códigos GF(2n)
es uno de los campos más usados).

Si se tiene un elemento w en un
campo finito y se consideran sus
potencias sucesivas wn, por estar so-
bre un conjunto finito es claro que en
algún momento entre en un ciclo, y
como w0=1, el tamaño del ciclo se
puede medir a partir de que se repite
el valor 1. En general, se dice que w
es de orden n si wn=1. En los núme-
ros complejos existen elementos de
cualquier orden, pero en un campo
cualquiera esto no es cierto en gene-
ral. Si en un campo K se cuenta con
un elemento w de orden n, entonces
se puede definir la transformada de
Fourier en base a este elemento como:

   n-1

 Vk = ∑      vmwmk

   m=0

Códigos Reed-Solomon

El objetivo principal de la codifica-
ción por bloques consiste en cons-
truir conjuntos de vectores de longi-
tud n, tales que a pesar de que en
cualquiera de ellos se modifiquen
hasta t elementos, estos se puedan
volver a reconstruir totalmente. Esta
propiedad de regeneración es lo que
permite que dichos conjuntos de vec-
tores, llamados códigos, se puedan
usar como contenedores de mensa-
jes en un canal susceptible a errores.

La manera de diseñar este código
consiste en construir sus elementos
de tal forma que difieran entre si en
al menos 2t +1 elementos. Si en un
conjunto de vectores estos difieren
entre si en al menos 2t +1 localidades
correspondientes, al modificar cual-
quiera de ellos en t localidades diferi-
rá de los demás en al menos t+1, por
lo que su vector más próximo será él

mismo antes de ser modificado. Esto
quiere decir que, para decodificar un
vector que se modificó en a lo más t
localidades, basta encontrar el ele-
mento del código más próximo a el.

Transferencia de información

Una manera de caracterizar a un
vector de longitud n es a través de su
complejidad cíclica, la cual se define
como la capacidad que tiene el vector
de producirse a si mismo a partir de
sólo una parte de él.

       t
 vk = - ∑     hmv<k-m>n

       m=1

Esta ecuación puede verse en tér-
minos polinomiales como h(x)v(x) =
0 mod xn-1, donde :

v(x)=v0 + v1 x +,...,+ vn-1 x
n-1   y

h(x)=h
0 
+ h

1
 x +,...,+ h

t
 x

t
,

donde h(x)v(x)=0 mod xn-1 implica
la convolución cíclica de los coefi-
cientes de los polinomios y la com-
plejidad cíclica como tal es el orden
mínimo de h(x).

Suponiendo que los vectores H y
V son la Transformada de Fourier de
h y v, respectivamente, y que

H(x)V(x)=0 mod xn-1

es decir,  V*H=0

entones, por el teorema de con-
volución h

k
v

k
=0 (k=0,...,n-1) y si v

k
¹0,

entonces h
k
=0; pero h

k
 es la Trans-

formada Inversa de Fourier de H, por
lo que:

           n-1

h
k
 = 1/n ∑  H

m
w-mk = 1/n H(x)¦

          m=0 ¦x=w-k

Esto significa que los valores de
v

k
≠0 están relacionados directamen-

te con las raíces de H(x), y como el
orden de un polinomio no puede ser
menor que su número de raíces, el
polinomio H(x) mínimo que anula a
V(x) bajo la convolución cíclica tiene
un orden igual al número de elemen-
tos de v

k
 que son diferentes de cero.

Al polinomio H(x) también se le
conoce como polinomio localizador,
dado que sus ceros x=w-k indican la
posición donde vk es diferente de
cero.

En conclusión, se tiene que la
complejidad cíclica de la Transforma-
da de Fourier de un vector v es igual
a su peso, donde el peso del vector es
igual al número de elementos dife-
rentes de cero.

De lo anterior se sigue que si Hk

tiene 2t componentes consecutivos
iguales a cero su transformada inver-
sa hk debe tener al menos 2t +1
elementos diferentes de cero para
que la complejidad cíclica de H sea
mayor que 2t y no se anule al autoge-
nerarse cíclicamente; esta es precisa-
mente la clave para la codificación.

Sea F un campo con un elemento
de orden n. El código Reed-Solomon
(n,n-2t) de longitud n con símbolos
en F es el conjunto de todos los
vectores con elementos en F que
contienen 2t elementos consecutivos
iguales a cero.

Normalmente las primeras n-2t
localidades del vector son ocupadas
por la información a codificar y las
restantes son llenadas con ceros.
Hay que notar que, en el dominio
temporal, estos vectores difieren al
menos en 2t+1 lugares, lo que era
precisamente el objetivo.



 VIII   1   18 polibits 5

Diseño de un Decodificador Universal de Códigos de Control de Errores, Usando . . .

0 0 0 7 0 7 7
0 0 0 7 1 1 4
0 0 0 7 2 0 1
0 0 0 7 3 6 2

*
*
*

Código Reed-Solomon (7,5)

Decodificación

Si se transmite un vector c miem-
bro del código C, entonces del lado
del receptor se tiene el vector v=c+e,
donde el error e tiene a lo más t
elementos diferentes de cero. Cada
lugar donde e es cero indica que no
hubo error en la transmisión, y don-
de e es diferente de cero se tiene un
error. La función del decodificador es
detectar el error (si lo hubo) y corre-
girlo, es decir, eliminarlo. En el domi-
nio espectral el vector recibido tiene
la forma siguiente:

n-1

 V
k
 = ∑ wmk v

m
(k=0,...,n-1)

m=0

con componentes :

V
k
=C

k
+E

k
  (k=0, ..., n-1)

esto es porque en el dominio tempo-
ral se tiene vi=ci+ei (i=0,...,n-1) y la
Transformada de Fourier es lineal.

Sin embargo, por construcción :

C
k
=0 (k=0,...,2t-1)

lo que implica que para estos valores
de k, Vk=Ek, es decir, el vector en el
receptor permite conocer una parte
de la transformada del vector de
error, con lo que el problema es
encontrar la parte que falta. Si el
vector de error e en el dominio tem-

poral tiene a lo mas t elementos
diferentes de cero, se puede encon-
trar un polinomio localizador H(x) de
grado a lo más t y que

 H(x)E(x)=0 mod xn-1

es decir :
n-1

V
k
 = - ∑ HmE<k-m>

n
   (k=0,...,n-1)

m=1

Si los coeficientes del filtro H
m

fueran conocidos se podría conocer
el vector E en su totalidad, e invirtién-
dolo conocer el vector de error e para
descontarlo del vector recibido v y
finalmente conocer el vector envia-
do, con lo cual estaría resuelto el
problema. Pero, aunque los coefi-
cientes H

m
 son desconocidos de en-

trada, se conocen los E
k
 para (k=0,

...,2t-1) con los cuales se puede plan-
tear un sistema de ecuaciones para
encontrar los coeficientes del filtro.

  t

Vk=Ek = - ∑ HmE<k-m>n (k=t,...,2t-1)
m=0

En este caso se tiene t ecuaciones
con t incógnitas, que son precisa-
mente los coeficientes del filtro que
se anda buscando.

Este sistema resulta tener una
matriz tipo Toeplitz y que se puede
resolver por diferentes métodos; sin
embargo, en la práctica resulta mas
eficiente usar el método de Berle-
kamp-Massey. Este método es un
algoritmo iterativo que va encontran-
do los coeficientes del filtro por me-
dio de aproximaciones sucesivas, que
es más adecuado para ejecutarse en
un sistema digital dedicado. El algo-
ritmo se puede modificar para que no
solo encuentre los coeficientes, sino
que simultáneamente construya el
vector de error en el dominio tempo-
ral, lo que es el objetivo central.

En figura 1 se muestra una arqui-
tectura que efectúa un algoritmo de
Berlekamp-Massey modificado. Está
constituida por un banco de registros
de corrimiento auxiliares, un registro
de entrada y uno de salida, y una
unidad aritmética que efectúa suma y
multiplicaciones de campo finito de
acuerdo a un modulo programable.
La unidad de control es la que se
encarga de proporcionar todas las
señales de sincronización y coman-
dos necesarios para el funcionamien-
to del decodificador.

Figura 1. Decodificador Universal
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Conclusiones

Las técnicas algebraicas permiten
un trabajo simultáneo en el dominio
temporal y de la frecuencia, a través
de resultados duales que establecen
una correspondencia uno a uno en-
tre características espectrales y tem-
porales de los códigos; algunas ca-
racterísticas de los códigos pueden
fijarse más fácilmente en el dominio
espectral y luego aplicar transforma-
da inversa, que si se hiciera directa-
mente en el dominio temporal. Esta
visión dual permite economía y efi-
ciencia en los algoritmos, y un mejor
dominio conceptual del proceso glo-
bal. La simplicidad de los algoritmos
es trascendente sobre todo cuando
estos tienen que implementarse en
hardware.
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