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Resumen

Enoel presenie {rabojo se realiza un estudio sobre ef
cerirasie en movfelopia mateniaticg wsande
frinsformaciones conexay, Bl contraste morfologico estd
Basada en o nocidn de mapeas de conirasie, Tox cuoles
Hemern como orlgen o rangformacion de Kramer
Bruchner. Bl privcipal problema er exta transformacion, es
el wsn de fa erasion v o dilalacion cono primitivas. Esto
penerg o rlesgo de degradar o imagen cwando o
fransformacion de Kramer and Sruckner ey ferada. Poara
dHeRnoe eRte propore el wvoe de
fransformaciones conexas basadas en la nocion de zora
Planag, Tambidn se mnesirg gue la nocicn de zong plana
permite tener wn mefor contral de o fmagen de salida
cueidn Tos opevadores de contraste sew willizados,
iteres e esta propuesia, ey Husirado comparando varios
mapeas de contraste idempotentes wsanda las nociones de
zoner plang v pivel. Finalmente, wna versidn modificada de!
algariting de Kvawer v Brackner ex propiesia
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Abstract

hi this wark o movphological contrast study (s made using
connecied fransformalions. The morphological confrast is
hased on the notion of toggle mappives. The nation of
topple mappings progressed fno the way suggesied by
Kramer and Hroackeer transformation, Sivce the Kramer
and Brockner transformation uses the erosion and dilation
as palteras, some problems e By transformoiions are the
oscillations and jumps produced when i i derated To
aifenuate this imconvenience a connected approach based
o the flar zone motion iy proposed. This option aliows a
better contral of the owipui image when the lozgle
mappings are applied. The interest of the wse of connected
freiaformations B contrast enfancement s lustrated by
comparing fdempoieni toggles using flal zone and pivel
wations, Fiaallv, o modified version of the Kramer ond
Bruckner trarsformation on paviition is proposed,
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1 Introduccion

El mejoramiento del contraste es una de las técnicas mas
desarrolladas en el procesamiento de imdgenes usando las
técnicas tradicionales. Esta drea de tratamiento de imagenes
enfocada a acentuar regiones, conlornos, cte., ha sido
tratada  desde diferentes enfoques; operaciches  sobre
puntos, operaciones espaciales, histogramas ¢ inclusive
usando seudo-color (Jain, 1989), Todo lo contrario a otras
técnicas de procesamiento de imdgenes, en la metodologia
de procesamiento de imagenes conocida como morfologia
matematica, ¢l problema del mejoramiento del contraste no
ha sido ratado de forma sistematica. Pocos trabajos versan
de manera parlicular sobre el contraste morfoldgico.
{Serra, 198%a, Meyer vy Serra, 1989, Potjer, 1996,
Salembier, 1993), sin embargo, un punte en comuin que se
observa en todos estos estudios, es la importancia del uso
del filtrado morfoldgico en el mejoramiente del contraste.
Esta forma de buscar resolver un problema  de
procesamiento de imagenes a partie del fltrado no es nueva
en  morfelogia  matemdatica. De hecho, el filtrado
morfeldgico juega un papel  fundamental  en la
segmentacion de imagenes. En lo que se refiere a este
procese de segmentacién de imdgenes en morlologia
matematica, la técnica frecuentemente utilizada se le
conoce como el métedo de vertientes v marcaderes. Dicha
téenica estd formada por dos etapas fundamentalmente; la
deteccion  de  marcadores v la aplicacidn  de  la
transformacion por vertientes (Meyer v Beucher, 19907, En
la primera etapa, que consiste en la deteccion  de
marcadores, se utilizan filtros morfolédgicos para realizar
esla tarea. Lsto requiere de un buen conocimiento tanto de
las imagenes a tratar como del filtrado morfologice. En la
segunda elapa, la imagen gradiente (la imagen original o
otra imagen derivada de la imagen original) es maodificada
al imponer los marcadores detectados comoe sus minimos
regionales. Posteriormente, la transformacidon por verlientes
es aplicada a la imagen modificada, lo que permite detectar
los contornos de las regiones a segmentar. Lo lo que se
refiere al contraste morfologico, la importancia del filtrado
se puede observar principalmente en los primeros trabajos
desarrollados sobre  este tema,  donde  los  [liros
morfologicos son usados para generar la nocion de mapeos
de contraste {Serra, |988a; Mever v Serra, 1989). La idea
principal en este tipe de mapeo, es comparar cada punto de
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la imagen original con dos patrones, vy escoger el valor mds
cercano de los niveles de gris en los patrones con respecto
al nivel de gris en la imagen original. Esta forma de
construir - mapess  de  contraste  fue sugerida por la
transformacidn de Kramer y Bruckner (1975). Sin embargo,
en dicha transformacién se presentan algunos problemas
debido a inestabilidades cuando se itera. El principal
problema es ¢l uso de transformaciones no idempotentes
como la erosion v la dilatacién para generar los mapeos de
contraste (Serra, [988a). Cuando la erosion o la dilatacidn
son usadas come primitivas (patrones) para construir los
mapeos de contraste, existe el riesgo de degradar la imagen
cuando se iteran estos mapeos. Para atenuar este prablema,
Serra (1988a) propone el uso  de  transfbrmaciones
idempotentes, micntras que Terol-Villalobos (1990) usa
estas lransformaciones basicas, la dilatacidn v la erosion, de
manera separada lo que permite atenuar la degradacion de
la imagen. El trabajo desarrollade por Terol-Villalobos
(1996) llevd a la propuesta de una clase de filtros (filtros
morfologicos por pendientes) cuyas imdagenes de salida
tienen un contraste bien definido; en cada punto de la
imagen de salida el valor de su gradiente es mayor que el
pardmetro del filtro o tiene valor cero. Bl interés original de
esta propuesta, desde el punto de vista practico, era ¢l poder
maodificar la imagen gradiente, trabajando sobre la imagen
original, sin necesidad de imponer marcadores como en el
caso de la téenica tradicional de vertientes ¥ marcadores, y
de esta manera, poder utilizar la transformacion  de
vertientes directamente sobre la imagen filtrada o sobre el
gradiente de la imagen filtrada para su segmentacion,
Posteriormente, usando esta idea se propusoe una familia de
filtros morfologicos por pendientes secuenciales {Terol-
Villalobos v Cruz-Mandujano, 1998a;  Teral-Villalobos,
1998h). La aplicacion de los Afiltros morfoldgicos por
pendientes de manera secuencial, permitié tener un mejor
control sebre la segmentacidn de la imagen ¥ al mismo
tiempo la generacién de transformaciones que permitian
mejorar ¢l contraste de la imagen. Sin embargo, algunas
veces los filtros morfoldgicos por pendientes son sensibles
a algunas configuraciones de contornos ruidesos. Con el
ohiete de atenuar este inconveniente, Terol-Villalobos
(2001 propuso los filtros morfoldgicos por pendientes
conexos, trabajando sobre parliciones generadas por la
nocion de zona plana. El concepto de zona plana es muy
importante porgue permite definir las componentes conexas
en imdgenes binarias, asi como en imdgenes numéricas. En
particular, las propuestas en  Terol-¥illalobes - (2001]
permiten abordar los problemas bdsicos en andlisis de
imidgenes; la extraccion de contornes ¥ la particion de la
imagen, los cuales son problemas complementarios. Dando
solucidn a uno de ellos el otro también esta resuelto. En
efecto, la correcta extraccion de contornos de una imagen
nos permite definir sus regiones,

[gualmente, ¢l mejoramiento  del  contraste ¥ la
sepmentacion de la imagen pueden ser wistos como
problemas complementarios usando estas transformaciones.
Es decir, al mejorar el contraste de las regiones de interds,
el problema de la deteccidn de contornos (segmentacidn de
la imagen) lambién puede ser resuelio,
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La idea e trabajar transformaciones morfolagicas sobre
particiones, es lo que motiva el presente estudio el cual se
enfoca a la bosqueda de noeves mapeos de contraste
conexos  que  permitan resolver el problema de  a
segmentacidn de imigenes. Pueste que una transformacian
comexa  no  rompe  las owenas planas,  enlonces  la
transformacion debe acluar a nivel de zona plana v no a
nivel de  pixel. Para  delinic las  transformaciones
morfologicas bisicas a nivel de rzona plana, se usa un
estudio realizado por Vincent (198%). Dicho trabajo,
realizado sobre imdgenes binarias, se refiere a la morlfologia
matematica socbre particiones, Como la nocién de zona
plana permite generar una particion de Ta imagen numérica,
es posible definir la erosion y dilatacion sobre particiones
basadas en la nocion de zona plana. A partir de la dilatacidn
v la erosion, se pueden construir directamente la apertura v
la cerradura sobre particiones, que son las primitivas usadas
en este trabajo para construir los mapeos de contraste. En ¢l
presente estudio se proponen  las  transformaciones
morfoldgicas bisicas en niveles de gris sobre particiones.

En particular, el trabajo se dirige a un estudio del
contraste morfoldgico conexo sobre particiones usando la
nocién de zona plana, El interés del uso de la morfologia
matemitica en el contraste morfolégico, utilizanda la
nocién de zona plana, es ilustrado comparande varios
mapeos de contraste usando la nocidn de zona plana y la
nocion de pixel.

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma. La
seccion 2 presenta las  transformaciones  basicas  en
morfologia matemdtica ¥ los conceptos  basicos  sobre
conectividad, En la seccion 3, se introducen las diferentes
transformaciones morfelogicas basicas sobre particiones
usande la nocidn de zona plana. Finalmente, en la seccidn
4, se introducen wvarios mapeos de  contraste  sobre
particiones y se realiza un estudio sobre el comportamicnto
de estos mapeos.

2 Transformaciones Morfologicas
Basicas y la Nocidon de
Conectividad

2.1 Nociones Basicas del Filtrado
Morfologico

La morfologia matemitica se basa principalmente en una
clase  de  transformaciones  llamadas  crecientes. Una
transformacion T se dice creciente si para dos conjuntos X,
Yotal que X =Y = T(X) =T(Y). En el caso de imagenes en
niveles de gris, la contencidn es sustituida por el orden
wsual: i.e. para cualesquiera dos funciones g con ((x)<g{x}
Wxo = Tf{x)N=T{g{x)). En otras palabras, las
transformaciones  crecientes  preservan el orden, Una
segunda propiedad importante en morfologia matematica es
la idempetencia de  las  transformaciones. Una
transformacion T es idempotente si y salo si T{T{R=TiE.
El uso de ambas propiedades juega un papel primordial en
la tecria del filtrado morfoldgico. En efecto, en morfologia
matematica  se le Hama  filre morfolégico a2 toda
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transformacion  creciente ¢ idempotente.  Los  filtros
morfoldgicos basicos son la apertura morfaligica v v la
cerradura  morfoldgica @ usande  un elemento
estructurante pB, con B el elemento estructurante clemental
{3x3 pixcles en este trabajo) conteniendo el origen, I3 su
transpuesto (B = {—x: x € B} ) y g un factor de homotecia.

D esta forma, ¢l elemento estructurante de lamatio pB3
estard formado por un conjunio de tamario (Zp+Dx2p+T)
pixeles, La apertura v la cerradura morfoldgicas se expresan
a partir de la dilatacidn 8,5 ¥ la erosion g,,.

‘r'ul_.g':r]{?‘i:' = E’“ﬁ{ﬂl_lgﬂf}:‘{x}

()
010 =& (8,3 ()

La erosién v la dilatacidn estin dadas por las ecuaciones

g g = A F(y)y e uBy ]
5, g ()} = vif(yy epBy }

donde v v ~ son los operadores supremeo e infime. En el
caso #7 (¥ es el conjunto de los enteros) o en imdgenes
digitales el supremo es sustilvido por el valor miximo,
mientras que el nfimeo por el valor minimao.

Comentario. En la continuacion del texto, cmitiremos ¢l
clemente  estructurante  elemental B, Las  siguientes
expresiones son equivalentes v, = v,p. Coande el elemento
estructurante tiene factor de homotecia (0= 1 omitiremos
tanto el elemento estructurante comao ¢l faclor de homotecia
(por ejemplo 8, = dp = &),

2.2 Conectividad

La nocién de conectividad es un concepto definida en
topelogia que se establece también, bajo otra forma, en la
teoria de grafos. Esta nocion tiene impaortantes aplicaciones
en o procesamiente  de  imagenes por computadora: las
componentes conexas de una imagen corresponden a sus
dilerentes partes que la componen. En el case puramente
digital la nocidn de travectoria arco-conexa permite definir
una componente conexa. Una trayectoria arco-conexa P
entre dos puntos x, ¥ es una secuencia de puntos, pupsm.-Pe
tal que p, = x, v .= 3 v para tode { {pLp.,) 00 vecinos,
Dhe esta forma, una components A es arco-conesa si para
tode par de pixeles x, v en A, exisle una trayectoria
completamente incluida en A uniendo x e y. La existencia
de una nueva definicidn de conectividad permitivia separar
de otra manera un objeto en sus diferentes partes conexas.
Esta es una de las razones que origind la definicion de
concotividad en morfologia matematica.  La conectividad
fue establecida por Serra (1988h), por medio del concepto
de clase conexa.  Serra caracteriza de dos formas la
conectividad sobre los subconjuntos de un espacio E. La

primera consiste de un conjunto de prepiedades de la
familia de todos los subconjuntos de E. Este conjunto de
propicdades comprende los siguientes requerimientos: el
conjunto vacio y cada punto x del espacio E son CONEXOS, ¥
la union de conjuntos conexos conlendendo un punto dado
es conexa. De manera formal,

Definicion 1. Una clase conexa & en
subconjunto de (L) tal que:

FrE) es oun

a) e Cpuratoda x e B, {x} e
by Para cada familia O en €, my O 2 &8 = i e G

Donde  g{E) representa el conjunto de todos  los
subconjuntos del espacio E. Un elemento de € es llamada
unt conjunto conexo. Observe que esta definicion se
encuentra ligada a la definicidn de subconjuntos conexos de
un espacio topoldgico. En electo, si I oes un espacio
topolagico, entonces el conjunto obtenido por la unidn de
subconjuntos conexos con iNterseccion no vacia, €5 conexo,

La segunda forma para caracterizar la coneclividad
consiste en una definicion equivalente a la nocion de clase
conexa, que utilizaremos en este trabajo para introducir
nuestra propuesta, Esta caracterizacion de la conectividad
basada en una familia de aperturas se expresa en el
siguiente teorema {Serra, 1988h).

Teorema 1. (Conectividad caracterizada por aperturas). La
definicion de clase conexa C es equivalente a la definicion
de una familia de aperturas (connected pointwise openings)
v, x e L} tal que:

{a)¥ x=E, v.({x}) = {x]
(b)¥ x,y € E y AcE, 1(A) =1, (A) 0 (A} oplA) = &
C)vxebvAcE. ¥V xe A v(A) =0

Cuando  la transformacidn vy, estd asociada con la
conectividad usual (arco-conectividad) en 2°, la apertura
.{A) puede ser definida como la unidn de todas las
trayectorias conteniendo el punto x que estan incluidas en
AL De esta forma, cuando un espacio estd equipado con la
apertura ¥, la conectividad puede ser expresada usando v,
Un conjunto AcZ” es conexo si y solo si para cualquier
punte xcA, 1lA)=A. En la Figura 1 se ilustra el
comportamiento de esta apertura, La componente conexa de
la imagen de entrada X (Fig. 1(a)), a |a cual pertenece ¢l
punte x, es la salida de la apertura v, (X) Las otras
componentes son eliminadas (Fig. 1{h)).

Un ejemplo interesante de una nueva conectividad, que
verifica la nocion de clase conexa, es la conectividad
generada por dilataciones. Las imdgenes en las Figs, 1(c)-
(e} ilustran esta conectividad. En Fig, 1{c) se muoestra la
dilatacion  de la imagen original por un  elemento
estructurante pB con p= 4, En la Fig. 1(d) se muestra la
componente arco-conexa de la imagen en la Fig. 1{c)
marcada por el punto x, mientras que en la Figo (e} se
muestra  la “componente”  conexa de acuerde a la
conectividad generada por dilatacienes ¥ expresada por la
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apertura: v, (X) =y(8,(X)) » X. En otras palabras, la
componen conexa segin la conectividad generada por ',
(X}, estd formada por 4 componentes arco-conexas. Lste
tipo de problemas se presenta frecuentemente en fisica de
materiales, imagenes médicas (de eélulas por gjemplo), ete.,
donde un conjunto de componentes conexas forman una
sola identidad ¥ deben ser tratadas como tal para entender
el fendmeno que dio lugar a este tipo de formas, Una
solucion  elegante a este tipo de problematica es la
peneralizacion de la nocion de conectividad, En Heijmans
(19977 se ilustran diferentes conectividades que verifican la
nocion de clase conexa, mientras que en Terol-Villalobos ¥
Vargas-Viaequez (2002), se propone una nueva clase de
aperturas ¥ cerraduras que son conexas en el sentido de la
definicion (1), Un concepto lundamental en este trabajo es
la nocicn de particion.

Definicion 2 (Particion). Dado un espacio E, una funcidn
P Eea g () es Hlamada una particidn de E si: (a) x & P{x),
xe B, (b)Px)=Py)oP{x)nP{y} =&, parax, v € E.

Esta definicion implica gque la unién de los elementos de
la particion recubre el espacio E. En particular, todo punto
x £ E pertenece exactamente a un elemento de la particion
v los elementos de la particién son  disjuntos  (para
cualesquicra par de clementos diferentes P(x), P{y) de P;
PixY o PUy) = @00 50 existe una conectividad definida en E
v la componente Pi{x) pertencce a esa conectividad ¥ x,
decimos que la particion es conexa, En la continuacidn del
lexto, lodo el trabajo se desarrolla en el caso discreto E=77.

El sepundo concepto impertante en este trabajo es la
nocion planas  expresado por la siguiente
definician,

de  zonas

Definicion 3. Las zonas planas de una funcion £ 2° =7 se
definen como las componentes conexas (mas grandes) de
puntos con el misme valor de la funcidn,

Expresaremos la zona plana de una funcidn fen el punto x
por el operador F.(N. En la Figura 2{a), se muestra una
imagen conteniendo 5 zonas planas, mientras que en la Fig,
2ib) se ilustra el operador F (1), el cual transforma la zona
plana en un conjunte formado por una componente conexa.
Los conjuntos F D v FA0 correspondientes a las dos
zonas planas marcadas por los puntos x, p de la imagen en

la Fig. 2{a) se ilustran en las Figs. by v 2{c),
respectivamente. Observe que; {a) x & Fl), v (b} ¥ % v
F ity = Fifyo F i)~ F U6 = & Esto implica que la nocidn
de zona plana genera una particion de la imagen, Es decir,
el comjunto de ronas planas de la imagen constiluve una
particion puesto que verifica las siguientes condiciones:

- La unién de zonas planas recubre completamente
el dominde de la imagen.

- La interseccidn de dos zonas planas diferentes es
el vacios las zonas planas son disjuntas.

(28

{a) i)

fa)

Fipura | Extraceion de componente conexas (ad Imagen binaria X,
(b} La apertura vy, (X)) extrae la componente conexa de X a la cual
pertenece el punto x. (¢} Dilatado de X, &,(X), (d) Componente
comexa die 8,03 marcada por x, (o) Conectividad generada por

dilataciones; ¥, (%)

De este modo, es posible usar ambos conceplos sobre
particicnes: nocidn de zona plana que genera la particion y
las transformaciones morfoldzicas que trabajan a mivel de
vecindades. Para definir la nocidn de vecindad sobre la
particién generada por la nocion de zona plana se requiere
definir la advacencia entre elementos de la particidn. Esta
advacencia es expresada por la siguiente definicidn usando
la nocidn de zena plana,

Definicidn 4. Sea x un punto dl.:‘}f couipado con .. Dos
zonas planas  Ff) y F(f) en 27 se dicen adyacentes si:
Fdfr Fo(t) =y, (FAUF ().

En la Figura 2 se ilustra la nocion de zonas planas
advacentes. En las Figs, 20b) v 2(¢) se muestran dos zonas
planas advacentes, mientras que en la TFig. 2(d) la
advacencia es Hlustrada segin la expresion FafroF () = v,

(F (T FLaf)

Definicién 5. Sea x un punto de Z° equipado con v, Fl
conjunto de zonas planas A, adyacentes a I, esta dade por:
A D =] Folf x" & 2%, F () wF, (D= v (FUDoF, (D).
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Es decir, el conjunto A, estid formado por todas las zonas
planas adyvacentes a la zona plana F.. En la Fig. 2{a). la
wona plana F, tiene cuatros zonas planas advacentes.

Finalmente, dado que trabajaremos con  operadores
conexos, cuva caracteristica importantes os que no gZeneran
nuevos contornos, utilizaremoes la siguiente definicion de
operadores conexos,

Definicidn 6. Un operador s conexo si v solo s extiende
las zonas planas de la imagen de enirada,

La forma de extender zonas planas en este trabajo sc
realizara Musionando aquellas que son adyacentes,

(o) ()

el

i

Fiawra 2, () Imagen Deon 5 zonas planas, (b) Zona plana en el
punte s, F0 () Zona plana en el punte v, FO0 () 1as dos

sonas planas son advacentes: F iR FAD =y, (PP i)

3 Transformaciones Morfologicas
sobre Particiones

En esta seceidn se propone una nueva representacion de la
imagen en niveles de pris. Dicha representacion estd
formada por la funcion £ v la particién Py inducida por T
usando la nocidn de zona plana. Esto implica que los
operadores morfologicos descritos en esta seccidn van a
operar sobre ¢l par [ [, Py ). Se define entonces el elemento
{f. P coma el valor de nivel de gris de la compaonente
conexa  F0. La dilatacion v ercsién  morfologicas
aplicadas sobre las zonas planas estén dadas por

S((F, P () = maxi(f, P Wy ) Fy (F) & Ay () {Fx (N}
3
([, Pp 10x) = ming(f, Pp iy E-'},.{J"} e Ay (Fru{F (111}

donde max v min representan los walores maximoe v

minimeo. De este modao, el valor de la dilatacidn o de la

croston en la zona plana F, estard dado, respectivamente,
por el miximo o el minimo nivel de gris de los niveles de
grises de las zonas planas adyacentes A, ¥ el de T, Puesto
que la nocidn de elemento estructurante no existe en los
operadores morfolégicos sobre particiones, este elemento es
eliminado de las definiciones de la dilatacion vy de la
erosion. Mole que la particion de la imagen original Py
siempre es usada en el cdleulo de las transformaciones.
Puesto que se trabaja sobre el par ( £, Pp ), se deberia
escribir la imagen de salida por el par (20 € Pp ), Prla (s,
Peden lugar de e(0 U, Pe 1) Sin embarge, por simplicidad en
la notacion, la imagen de salida estd dada por el £, P:)). De
manera  similar, esta convencién  es  usada en  toda
transformacion propuesta en este trabajo. La dilatacion 8, y
la crosion £, de tamafio & se oblienen iterando A veces la
dilatacidn v la erosion elemental dadas por las ccuaciones
(3
8 (CF, PrI0O= 6 8.8 (CF, Pr)x)
A weees
)
g F, Pex=e e.s(( £, Pr)x)

Aowpces

La dualidad con respecto a la complementacion entre la
dilatacidn v la erosion se preserva. Lo que significa que
inicamente ¢s necesario especificar el complemento sobre
el par (. Pyb. El complemento de una funcién festd definido
por £° (k) = glmax-I{ x )} % x, donde ¢ representa ¢l
complemento { en general glmax = 255 en las imdgenes
reales). Entonces, el complemento del par { 17, P: ) estd claco
por ( F5 0P % ) Sin embargo, la partician inducida por T
usando la nocion de zona plana es la misma que la particion
inducida por £ Py = P % se tiene entonces gue;

Sy L P = [e (01, B0 )

En la Fig. 3 se ilustran las transformaciones dilatacion y
erosion sobre particiones aplicadas a la imagen en la Fig.
3(a). En las Figs. 3(a) v 3(b) se muestran respectivamente,
la imagen original compuesta por 16 zonas planas ¥ los
contornos de la particidn. Por convencidn en este trabajo al
color blanco le corresponde el nivel de pris mas grande
(253) v al color negro el mas pequedic (0], En las Figs, 3c)
v 3(d) se puede observar la ercsion y la dilatacion sobre
particiones aplicadas a la imagen 3{a). Observe que la
imagen erosionada en Fig. 3(c) tiene solamente & zonas
planas, =in embargo, su particion asociada es la mostrada en
la Fig. 3(b} que corresponde a la particién de la imagen
original, Bl mismo comentario se puede expresar para la
imagzen dilatada en la Fig. 3id) que contiene también 6
zomas planas,

Por medio de la erosion v de la dilatacidén sobre zona
plana, el gradiente externo y ¢l gradiente interno pueden ser
expresadoes, respectivamente, por:

grade({ £, Py = a0 £, Pyl - 0 F, Priix)
(o)

eradif{ £, P-0(x) = ( £, Py - (i £, Podx)

20
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Figura 3, (a) Imagen original conteniendo 16 zonas planas, (b
Conternos de la particidn generada por las zonas planas de la
imagen (al, (o} Erosionade sobre particion de tamafio 1 de la

imagen (a), {d) Dlatade sobre particion de tamafio 1 de la imagen
(a), (21 substracciton entre el dilatado v el erosionadi.

La Fig. 4 ilustra el gradiente interno, expresada en
ecuacion (6] usando  la nocion de  zona plana
Consideremos que la zona plana con nivel de gris 40 tiene 4
ronas adyacentes (Fig. 4(a)). La erosion en esta zona plana
se muestra en la Fig, 4(b), mientras que en la Fig, #c) se
ilustra el valor del gradiente interne en esta zona plana.

Figura 4, (a1 Zona plana con nivel de gris 6 v sus 4 zonas planas
advacentes, (b Valor del nivel de gris de la erosion, (o) Valor de
nivel de gris del gradiente internae

De la misma forma, ¢l gradiente morloldgico sobre

particiin, se puede definir a partir de la dilatacion y de la
BrosIon:

030

gradm{( ', Pe))x} =800 . Prx) - s(( £, Pr))x) (7

La transformacicin gradiente se ilustra en la Fig, 5. En la
Fig, S(a) se muesira la imagen original de tamafio 236x256
pixeles {65336 pixeles), mientras que en la Fig, 3(b) se
muestra una region de la imagen amplificada. La imagen
original estéd compuesta de 37240 zonas planas, En las Figs.
He) oy (e} se ilustran la dilatacion v la crosion sobre
particion de tamafio 1, respectivamente, mientras que en las
Figs. 3(d) ¥ 5(17 se muestra el detalle de ambas
transformaciones. La Figo 3(z) muestra los contornos
detectados  de la Figo 5(a) al aplicar el gradiente
morfologico sobre particion (ver ecuacidn 7). Ohserve
particularmente en las imdgenes de las Figs, 5(dy v 3(1, que
corresponden  al  detalle de las  imdgenes  dilatada v
erosionada, la existencia de ciertos patrones de forma
variable. Estos patrones corresponden a las formas  de las
ronas planas de la imagen original. En general en una
imagen real, las zonas planas de tamafio pequefio, un pixel
o varios  pixeles, se encuentran en las  transiciones
(conternoes) de la imagen. Esta es la razon por la coal el
gradiente mostrado en la Fig. 3{g) se observan los
contornos de la imagen.  Si el gradiente morfoldgico se
aplicara a la imagen en Fig. 3(a) (realizar la diferencia entre
las imdgenes en las Figs, 3(d) v 3(c)). observariamos
regiones como las que se muestran en la Fig. 3(e).

lzualmente, utilizando la dilatacidn v la erosion se

definen la apertura v la cerradura sobre la particidn
inducida por f comao:

Tl £, Pe D=0 ([ el £, Pe 0,Pp00x)
(&)
ool F, PrdHx)= g, (({ 6,0 F, Py ) Pr)Mx)

En la Figs. 6{a) v 6(b) se muestran la apertura v la
cerradura morfelogicas sobre particiones obtenidas de [a
imagen en la Fig. 3(a). Para oblener la apertura, se aplica la
dilatacion de la imagen Fig. 3(e) usando la particién de Ia
imagen criginal {ver Fig, 3(b)), Para obtener la cerradura,
se aplico la erosidn sobre la imagen 3(d) usando también [a
particion de la imagen original.

En la Fig. 7 se muestra ofto ejemplo de la apertura v la
cerradura sobre particiones {ecuacion (8)), ¥ se compara
con la apertura ¥ la cerradura morfoldgicas {ver ecuacion
(17} Las Figs. 7(h) v 7(c) ilustran la apertura v la cerradura
morfelogicas calculadas de la imagen original mostrada en
la Fig. 7{a), mientras que las Figs. 7(d} v 7{e} muestran la
apertura ¥ la cerradura sobre particiones usando la nocidn
de zona plana. El tamafio wtilizade en todas  las
transformaciones es A=8§. Ohserve que las transformaciones
sohre particion generada por la nocidn de rona plana son
mds fuertes que las aperturas y cerraduras moerfologicas
raclicionales, Una vez deflinidas la aperlura v la cerradura
sobre particiones, diferentes transformaciones morfoldgicas
pueden ser creadas a partir de estos filtros basicos.
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e

Figura 3. {2} Imagen original, (k) Detalle de la imagen original, (c)
Dilatade tamafio | sobre la particién de la imagen original, (d)
Detalle de la imagen dilatada, (¢1 Erosienada tamao | sobre la

partician de la imagen ariginal, {f) Detalle de la imagen
erosionada, (g) Gradiente marfoldgico sobre particion de la
imagen original

Figura &, (a) Apertura sobre partician de tamaio 1 de la imagen
Aa) o dilsade de imagen 3(c), (B} Cerradura sobre parlicion de
tamano 1 de la imagen 3a) o erosionado de imagen 30d)

{e)

Figura 7. (a) Imagen original, (b), (¢} Apertura v cerradura
morfalégicas de tamatio 8 de la imagen original, (d), (c) Apertura
¥ cerradura sobre parlicion de lamaio § de la imagen original

4 Mapeos de Contraste
Morfologicos

4.1 Mapeos Idempotentes de Dos y Tres
Estados (Primitivas)

Como se expresd en la introduccién, la idea para construir
los mapeos de contraste, consiste en seleccionar para cada
punto de la imagen el valor de nivel de gris entre los
diferentes patrones {(primitivas) utilizados de acuerdo a un
criterio de  proximidad. Una manera de  atenuar la
degradacion de la imagen de salida, es utilizando primitivas
que sean transformaciones idempotentes, como se describe
en Serra (1988a). En esta seccidn, se analizard el caso de
los mapeos de contraste idempatentes de dos v tres estados
{primitivas). En seguida, se considera los casos de dos
mapeos de contraste; el primero compuesto por las
primitivas apertura ¥ cerradura sobre  particion  (dos
eslados), mientras que el segundo formade por las
primitivas apertura ¥ cerradura sobre particidn y la imagen
original {tres estados). Con ohjeto de tener un criterio de

021
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proximidad para seleccionar las primitivas consideremos la
siguiente relacion.

@ ((F. P 0D = (£, Pe)(x)

h(x) =
P (6, P OO — 19, (. P XX

&)

Los valores de esta relacion se encuentran entre 0 y 1.
Cuando el nivel de gris de la cerradura es igual al de la
imagen original ¢l valor del eriterio es izual a (0, mientras
que cuando el valor del nivel de gris de la aperlura s igual
al de la imagen original, el eriterio tiene valor 1. Bajo esta
relacion expresamos los mapeos de contraste de dos y tres
estados coma

iy (L PRy O=plx)<p
Wfﬁ(i', Pelix} = {10}
15 (0P} B=pixi=l

r:pl{Fl [«‘{_ }(x:} 0= P(Kj = Fﬁ
Wi o (B PRI = 4 (F, Pp)(x) BLp0<a (11)
5, (F.Pp)x) agpl)<]

En la Fig. 8(b) se muestra el mapeo de dos estados
(ecuacion (10)) usande la apertura morfologica v la
cerradura morfolégica come primitivas  (ecuacidn (101,
mientras que la imagen en la Fig. 8(c) wtiliza la apertura y
la cerradura sobre particiones (ecuacidn (80, El valor de 3
es igual a 172, Se puede observar que la calidad de la
mmagen de salida desde el punto de wvista del contraste
morfologico es mejor  en agquella gque  uliliza
transformaciones sobre particiones (Fig, 8(ch) que la que
utiliza translormaciones morfoldgicas tradicionales (Fig.
&b} Puede observarse cierta degradacitn de la imagen en
la Fig. 8(b) cuando se compara con la informacion de la
imagen original en la Fig, 8(a). Comentarios similares
pueden expresarse cuando se utiliza un mapeo de 3 estados
usando las transformaciones morfologicas tradicionales en
la Fig. 8(d) v cuando se usan las transformaciones sobre
particiones ¢n la Fig. 8(¢). En este caso el valor de [§ es
igual a 173 mientras que el valor de o es igual a 273, En
general el valor de A no tendria porque tener el mismo valor
para la apertura ¥ cerradura. Los tamafios de las regiones
hlancas o negras en una imagen, en general, son diferentes,

De la imagen mostrada en la Fig. 8{a), se calcularon los
tamafios de las regiones blancas v obscuras  usando
aperturas ¥ cerraduras morfolégicas. La manera tradicional
de estudiar los tamaiios de las estructuras que conslituyen la
imagen es el realizar un estudio granulomeétrico de la misma
(Serra, 19820, En la Fig. 9 se observa la curva utilizada para
determinar el tamafio de A, en este caso para la cerradura.
Aungque esta curva ne corresponde  estrictamente a la
definicidn de granulometria (anti-granulometria en el caso
de la cerracura), la forma de la curva es similar a la
obtenida por una funcidn de densidad granulométrica. La
curva en la Fig. 9 fue obtenida para cada wvalor 2,
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caleulando la integral {volumen) sobre la imagen obtenida g
partir de la diferencia aritmética entre ¢ (1 v g ().
La curva nos permite observar las estructuras contenidas
(regiones obscuras) en la imagen del tamafio A, Observe
que la estructura principal en la imagen se encuentra
aproximadamente entre wvalores de & de 1 a 220 Un
procedimiento similar fue realizadoe para el caso de la
apertura, El walor & oblenido para la apertura fue de 13,
mientras que para la corradura se selecciond el valor 21,

Las imdgenes en las Figs, (1) v 8(g) fueron obtenidas con
mapeos de contraste de dos estades utilizandoe el mismoe
tamaiio para la apertura y cerradura morfoldgicas. En Ia
imagen &(f) se utilizd el tamario & = 13, mientras que en la
imagen de la Fig, 8(g) se utilizd & = 21. Finalmente, en la
Fig. 8(h} se utilizd el valor A = 13 para la apertura v 2 = 21
para la cerradura.

Se puede observar en la Fig. 8(h) que la seleccidn de
diferentes valores de 2, para la apertura v la cerradura,
permite oblener un mejor resultado, Este procedimiento
para obtener los valores de & no puede ser utilizado de
manera simple coande Ja imagen es mas compleja,

Otre gjemplo de un mapeo de dos cstados se muestra en
la Fig. 10. En este caso se buscd contrastar la imagen con
un valor grande de i Note que en el caso del mapeo de
contraste usando la apertura v la cerradura morfologica
(Fig. 10{b}). la forma del elemento estructurante aparece en
alzunas regiones de la imagen creando nuevos contornos
iver Fig., 10(c)). Esta degradacion de los contornos no
aparece cuande se usan la apertura v la cerradura sobre
particiones (Fig. 10(e)). Observe que el contraste de las
imdagenes TOb) v 100) &5 muy similar.

4.2 Algunos Comentarios sobre los
Mapeos Idempotentes de Dos y
Tres Estados

En le que se refiere a los mapeos de dos estados, se puede
cstablecer una relacion  de’ inclusidn en funcidén  del
parametro [ dada por la relacion siguiente:

WBy. By confy <Py = wfﬁl ((F. P 10x) < wf‘“? TTRINVEY

Esta desigualdad expresa que, en la transformacion con
pardmetro s, la cerradura {respectivamente apertura) tiene
un efecto mayor (respectivamente menor) en la imagen de
salida que la transformacion con parametro 3. De esta
forma es posible obtener diferentes contrasies para un
misme valor de w, utilizande como variable a I, En otras
palabras es posible encontrar una familia de descriptores
cuando se aplican mapeos de contraste de dos estades, En el
caso del mapec de tres estados, se regquieren  otras
condiciones que lorman parte de estudios actuales,

En  particular, dichos estudios se enfocan a  poder
determinar de manera “optima”™ los valores de [ v o, asi
como del tamafio b

Por otra parte, es bien conocido que frecuentemente las

rransformaciones en morfologia matemdtica trabajan de
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manera independiente sobre la imagen (regiones blancas) y
sobre el complemento (regiones obscuras) de la imagen,
Por gjemplo la apertura y la cerradura, donde la cerradura
pucde ser obtenida usando la apertura a partir de la dualidad
con respecte al complementacidn, e p(f=(+({"N°. En el
caso de los mapeos de contraste, estos trabajan sobre los
valores blancos ¥ los valeres negros de la imagen comao en
el caso de las  transformaciones  auto-duales  (una
transformacion w es auto-dual s1 v sdlo si y(fy= (y()1°).
Sin embargo, en ¢l caso de los mapeos de contraste, ne s
posible hablar de transformaciones auto-duales. En los
mapecs de contraste, los valores blancos o los valores
negros de la imagen son afectados dependiendo de los
inervalos dados por by o,
Finalmente, en morfologia matemética es comin aplicar de
manera secuencial algunas transformaciones morfologicas
de acuerdo a un pardmetro dado (Serea, 1988b).
Frecuentemente, este pardmetro corresponde al tamafio
del elemente estructurante &, El ohjetive de este tipo de
transfermaciones es el de tener un mejor contral sobre la
imagen de salida. Con el propdsito de mostrar la robustes
de los mapeos de contraste sobre particiones, ambos tipos
de mapeos, usando la nocidn de pixel v la nocidn de zona
plana, fueron aplicados de manera secuencial. Para
simplificar ¢l experimento, el valor del pardmetro [ se
mantuvao constante,  De esta forma, la siguiente
transformacion fue aplicada.

"'r"'r'lz-m_:. 1'.-.I'll":;|\|.|.|_|'!_....Iln;"r'l_.;|_|_|:,|::|'-j] con :.q!-.'."}'\-ﬂ_| B

En la Fig. 11 se ilustra un gjemplo. En las Figs. 11(b) y
LIc), se muestran las imdgenes obtenidas  aplicanda
respectivamente un mapeo de contraste de 2 estados a nivel
pixel con i = 30 v una secuencia de mapeos de contraste de
2 estades a nivel pixel con tamafios &, =10, k. =20, A,=30
sobre In imagen de la Fig |l{a). E] mismo experimento fue
realizado utilizando la nocion de zona plana, En este
gjemplo se tiene el mismo resultade (Fig. 11{(d)) al aplicar
una secuencia de mapeos de contraste con tamafios &, =6,
h2=12, 0=18 o al aplicar un solo mapeo de tamafio L =18
sobre la imagen de [a Fig. 11(a). Observe que existe cierta
degradacion sebre la imagen en la Fig. 11{c) la cual fue
chtenida a partir de la aplicacién secuencial de tres mapeos
de contraste utilizando la nocién de pixel, mientras que
cuando se utiliza la nocién de zona plana, la imagen de
salida al aplicar una secuencia de mapeos es igual o muy
similar a la imagen obtenida al aplicar el mapen de
contraste de tamafio 2;=18. En particular observe en la
imagen de la Fig. 11{c) la aparicion de rasgos claros, que no
existen en la imagen original, sobre rasgos obscuros v
viceversa, lgualmente, se puede ver la degradacién de las
formas de la imagen original.,

Pareciera que ¢l hecho de no poder obtener olros
resultados al aplicar de manera secuencial los mapeos de
contraste sobre particiones limila la posibilidad de tener una
fumilia mds rica de operadores de contraste. Sin embargo,
el poder tener dos variables, como es el caso de los mapeos
de dos estados o aln mds, tres variables en el caso de tres
estados, nos permite tener una gran variedad de operadores

de contraste. Es clare, que conforme se aumente el ndmero
de primitivas {estados) mayor serd el nimero de opeiones.

Figura & {a) Imagen original, (b Mapeo de 2 estados usanda |a
aperiura y cerradura merfoldgicas, () Mapeo de 2 estados usando
la aperiura ¥ la cerradura sabre particiones, (d) Mapeo de 3
estadas usande la apertura y [a cerradura morfoldpicas, (e} Mapeno
dle 3 estados usando la apertura v la corradura sobree particiones, {1
Mapeo de 2 estades usando la apertura v la cerradura morfoldgicn
cond = 15, {g] Mapeo de 2 estados usando la apertura v la
corradura marfoldgicn con L= 21, (h) Mapeo de 2 estados usando
la apertura maorfoldgica con A= 13 v la corradura morfalégica con
L=121
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Figura 10 {2) Imagen original, (B) Mapeo de 2 estados usando |a
apertura y la cerradura morfoldgica con o= 60 v [V = 172, (&)
Contornos de imagen (b, Mapeo de 2 estados vsande la apertura
w1 cerradura sobre particiones con L = 20y [i = 172, (2)
Contornos de la imagen (d)
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Figura 11. (a) Imapen original, (b) Mapeo de contraste de 2
estados a nivel pixel con & = 30, (¢} Aplicacion secuencial de
mapees de contraste de 2 estados a nivel pixel con tamafios &,=10,
£;=20, 3,=30, (d) Aplicacidn secuencial de mapeos de contraste
de 2 estados sobre particidn con tamafos L =6, L,=12, L;=18
(migmo resultado ohtenide al aplicar el mapeo de coniraste sobre
particionss selamente con pardmetro 2=18)

4.3 Algoritmo Modificado de Kramer y

Bruckner
Considérese ahora el algoritmo de Kramer v Bruckner dadao

en su forma original por la expresidn:

(3 (1) siA(x) = gy (N(x)=

08

Wy (D(x) =1 5 =1 (2)
[ &7 (0x} Il oD Caso

En cada iteracidn, cada punto se actualiza con el maxime
o minimo valor en una ventana de (23-+1) = {2h+1) puntos
dependiendo si el valor del dilatado o crosionado estda mas
proxime al valor de la funcidn original. Como se expresd en
la introducecion, este algoritmo presenta varios problemas
en o que se refiere a la estabilidad, En efecto, puesto que
algunos cambios (contornos falses) gque aparecen en la
imagen transformada pueden ser demasiado fuertes, esto
puede originar la degradacidn de la imagen cuando se itera
esta transformacion. Una forma de controlar este problema
es usar por separado el dilatado v el erosionado, como se
describe en Terol-Villalobos( 1996, 1998a, 1998k). Sin
embarge, es posible también atenuar las inestabilidades en
este algoritmo usando la dilatacién v la erosidn sobre
particion. Puesto que este tipo de transformacion no crea
muevos  contornos  (solamente elimina contornos en la
imagen}, es posible atenuar la degradacion de la imagen
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cuando la transformacion es iterada. La expresion siguiente
es una version modificada del algoritmo de Kramer v
Bruckner:

g ((F, Py 1)
WL PR = 4

siogradiy (F, Pp Hxl=
grade, (1,17 )0x)
.ﬁ s AL PRy enotrocaso
(13
Enla Fig. 12 se compara el comportamiento del algoritmo

de Kramer v Bruckner con el algoritmo  modificado
propucsto vsando  la dilatacion v la erosidn sobre

particiones, La Fig, 8(a) ilustra la imagen original. Note la
degradacion de la imagen cuande el algoriime de Kramer v
Bruckner es iterado, Especialmente, estas inestahilidades se
pueden observar mejor en la imagen de la Fig, 12(g). Las
inestabilidades son atenuadas cuando se usa la wversidn
modificada comoe se ilustra en la Fig. 12{d).

Figura 12, (o) Algoritmo de Kramer v Bruckner despuds de 3
ileraciones con b= 1, (k) Algoriome moditicado de Kramer ¥
Bruckner usando dilatacidn v erosion sobre particien despuoés de 3
ieraciones, () Algoritme Kramer vy Bruckner despuds de 20
iteraciones, {d) Alporitmo modificado de Kramer v Bruckner
después de 20 ifleracioncs

4.4 Implementacion de las
Transformaciones sobre Particiones:
Estructura de Grafo de Adyacencia

El arreglo bidimensional {matriz de pixeles) que es la
manera comun de representar ung imagen, no permile tratar
de manera eficaz ¢l conceplo de particion basado en zonas
planas, puesto que no se tiene {Acilmente acceso a las
regiones v a sus relaciones de vecindad. La estructura de
datos que mejor se adapta a este problema es el grafo

compuesto  por nodos vy oaristas.  Donde  los  nodos
representan las zonas planas v las aristas la adyacencia
entre zomas planas. De hecho, esta estructura es Ol para la
descripcion e implementacién  de una  transformacion
conexa  sobre  imagenes  (Potjer, 19963 A osta
representacion se le conoce como grafo de adyacencia de
reglones.

Lsando esta representacion, las transformaciones conexas
pueden ser obtenidas en términos de esie grafo; se requiere
tnicamente cambiar los niveles de grises de los nodos que
se fusionan, Para la realizacion de las transformaciones
propuestas en este trabajo, se implementd un grafo cuyos
vértices representan las componentes de la particion de la
imagen original v las aristas describen la advacencia entre
las componentes. La Fig. 13(b) ilustra el grafo de
adyacencia de la imagen en la Figo 13(a), mientras gque la
Fig. 130c) muestra la imagen obtenida a partir del cdleulo
de la erosion sobre ¢l grafo.

Los valores al interior de los nodos son los niveles de grises
de las zonas planas de la imagen original (Fig, 13(a)) v los
niveles de grises de la imagen translormada por la erosién
{Fig. 13{c)). El valor en la parte superior al interior de los
nodos corresponde al valor de gris de la imagen original,
mientras que el valor en la parte inferior vy subravado es el
valor de gris de la imagen erosionada. Esta representacion
por grafo de adyvacencia permite la implementacidn de una
secuencia de transformaciones de una manera eficiente.  El
algoritmo para la creacion del grafo es relativamente
rapido. Sobre una imagen como la mostrada en la Fig. 8(a)
de tamafio 256x256 (03336 pixeles) conteniendo 47225
zonas planas (nodos o vérlices) se requiere de 6 segundos
aproximadamente para obtener el grafo de adyacencias
sobre un computadora Pentium I11 a 600 Mhz, Despuds de
la creacidn del grafo, una mapeo de contraste (ecuacion
{10Y) de tamafio 2=30 es realizado aproximadamente en 3
segundos. Es decir, 120 operaciones basicas (erosiones o
dilataciones tamafio 1) son realizadas sobre el gralo es esie
Hempa,

Figura 13, (a) Imagen original conteniendo 9 zonas planas, (b)
Girali de adyacencia de regiones, (c) Imagen oblenida por una
erosian de tamao |
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S Conclusion

En este trabajo mostramos el interés en el contraste
morfoldgico de las transformaciones morfoldgicas sobre
particiones generadas por la nocion de zona plana. Estas
transformaciones conexas permiten tener un mejor control
de la imagen de salida cuando un operador de contraste
maorfolégico, construido en base a estas transformaciones,
es aplicado. En particular, mostramos  que,  cuando
operadores de contraste morfoldgicns no idempotentes
{usande dilatacion y erosion) son iterados, la degradacion
de la imagen de salida es atenuada considerablemente, Otra
cualidad interesante de los mapeos de contraste sobre
parlicién es que ne generan nuevos contornos, Esto es en
particular importante cuande se busca segmentar imdgenes,
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