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Resumen. Este documento presenta un modelo
analitico para obtener las rotaciones y los
desplazamientos perpendiculares al eje longitudinal en
cualquier punto de una viga de seccion rectangular con
cartelas parabdlicas sometida a un momento en cada
apoyo y una carga concentrada tomando en cuenta las
deformaciones por flexion y cortante, que es la principal
contribucion de esta investigacién. El modelo actual no
considera las deformaciones por cortante para obtener
las rotaciones y los desplazamientos perpendiculares
al eje longitudinal de la viga. La metodologia se realiza
bajo el concepto de que la derivada del desplazamiento
vertical es la pendiente o rotacién y la segunda
derivada es el momento de la viga. También, se
realiza una comparacién entre el modelo propuesto y
el modelo actual para vigas simplemente apoyadas,
vigas empotradas en ambos extremos y vigas usando
los mismos momentos y reacciones en los extremos
(modelo propuesto) para ambos modelos con respecto
al desplazamiento vertical maximo y su ubicacién en la
viga. Los resultados muestran que el modelo propuesto
es mayor para vigas simplemente apoyadas y vigas
usando los mismos momentos y reacciones en los
extremos, y menor para vigas empotradas en ambos
extremos para el desplazamiento vertical maximo
con respecto al modelo actual. Por tanto, el modelo
propuesto es mas seguro y mas adecuado con respecto
al modelo actual para el analisis estructural, ya que las
fuerzas cortantes y los momentos estan presentes en
todas las estructuras y se producen deformaciones por
flexion y cortante.

Palabras clave. Trabes rectangulares, cartelas
parabdlicas, deformaciones por flexiébn y cortante,
rotaciones, desplazamientos verticales.

Deflections in Beams of Rectangular
Cross Section with Parabolic
Haunches Subjected to a
Concentrated Load

Abstract. This paper introduces an analytical
model to determine the rotations and displacements
perpendicular to the longitudinal axis at any point on
a rectangular-section beam with parabolic stiffeners,
exposed to moments at each support and a concentrated
load, considering both bending and shear deformations,
which is the primary contribution of this research. The
current model does not account for shear deformations
when calculating the rotations and displacements
perpendicular to the beam’s longitudinal axis. The
methodology relies on the vertical displacement’s first
derivative as the slope or rotation and the second as the
moment. Additionally, the proposed model is compared
to the current model for simply supported beams, beams
fixed at both ends, and beams with identical moments
and reactions at the ends. The comparison focuses
on the maximum vertical displacement and its location
along the beam. The results show that the proposed
model yields greater values for simply supported beams
and beams using the same moments and reactions at
the ends, and smaller values for beams fixed at both
ends, in terms of the maximum vertical displacement
compared to the current model. Therefore, the proposed
model is safer and suitable than the current one for
structural analysis, as shear forces and moments are
present in all structures, and both bending and shear
deformations occur.

Keywords. Rectangular beams, parabolic haunches,
bendingg and shear deformations, rotations,
vertical displacements.
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1. Introduccion

La deflexion de las vigas es el movimiento hacia
abajo que hace una viga desde su posicion inicial
sin carga a otra posicién deformada cuando se
le aplica una carga. Dado que las vigas suelen
tratarse como elementos bidimensionales, el eje
neutro de una viga suele tomarse como punto de
referencia para medir la deflexién de las vigas.

La deformacion de vigas de acero estructural
y concreto reforzado es una medida importante
de su rendimiento de servicio, porque se requiere
cumplir con los cédigos de disefo actuales, y
las deformaciones en las vigas consisten en
deformaciones por flexion y cortante.

Muchos investigadores han estudiado la curva
elastica de trabes para obtener las deflexiones
maximas, pero no consideran las deformaciones
por cortante. Algunos investigadores han
presentado estudios sobre vigas en Voladizo
no prismaticas, tales como:

Lee [9], Dado y Al-Sadder [6], Borboni y De
Santis [2], Banerjee et al. [1], Solano-Carrillo [21],
Chen [4], Yau [25], Brojan et al. [3].

Algunos investigadores han desarrollado
modelos matematicos para obtener la curva
elastica para vigas simplemente apoyadas
de seccidén rectangular constante sometidas
a una carga uniformemente distribuida y/o
carga concentrada tomando en cuenta las
deformaciones por flexion y cortante para obtener
las deflexiones en cualquier lugar de la viga
(rotaciones y desplazamientos perpendiculares al
eje longitudinal) [14, 16].

Otros autores han desarrollado modelos
matematicos y ayudas de disefio para vigas
rectangulares con cartelas rectas o cartelas
parabodlicas en los extremos para las vigas
sometidas a una carga uniformemente
distribuida o carga concentrada tomando en
cuenta las deformaciones a flexion y cortante
[12,13, 24,19, 18, 8, 5, 11].

Estos trabajos muestran los factores para
los momentos de empotramiento, factores de
transporte o factores de arrastre y factores de
rigidez. Varios autores han presentado modelos
optimos para obtener los lados de la viga y
su acero de refuerzo longitudinal para secciones
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rectangulares con cartelas rectas o cartelas
parabdlicas bajo carga uniformemente distribuida
0 carga concentrada y momentos en los extremos
[15, 10]. Las revisiones de la literatura de las
investigaciones desarrolladas y/o comparadas por
software se muestran a continuacién: Majumder y
Kumar [17] estudiaron la deflexién maxima de una
viga simplemente apoyada sometida a tres tipos de
carga. Las cargas son:

a) Carga uniformemente distribuida.
b) Carga concentrada en el centro de la viga.
c¢) Carga triangularmente distribuida.

El analisis tedrico se realizd por la Teoria de
Euler-Bernoulli (Deformaciones por flexién) y se
comparo6 con el software ANSYS 14.0.

Los resultados numericos mostraron
una excelente precision entre la teoria de
Euler-Bernoulli 'y el software ANSYS 14.0.
Debnath y Debnath [7] analizaron la deflexion
maxima para diferentes tipos de vigas de seccioén
transversal rectangular constante:

1. Vigas simplemente apoyadas:

a) Carga uniformemente distribuida,

b) Carga concentrada en el centro de la viga.
2. Vigas en Voladizo:

a) Carga uniformemente distribuida,

b) Carga concentrada en el extremo libre.

El célculo tedrico se realizé segun la Teoria de
Euler-Bernoulli (Deformaciones por flexién) y se
compar6 con el software ANSYS 14.0. Los datos
considerados para las vigas son:

— L =100m,
—b=10m,

— h=10m,

- v =20.3,

- E=2x10"N/m?,
— F =500N.
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dy./dx | dys/dx

Fig. 1. Deformacién de un elemento de viga

Los elementos sélidos estudiados fueron 188,
189, 185 y 285. El resultado mas preciso fue
medido por el elemento soélido 189 seguido por
el elemento soélido 188 y otros elementos sélidos.
los resultados fueron precisos entre la teoria de
Euler-Bernoulli y el software ANSYS 14.0.

Sihua et al. [20] presentaron el analisis no
lineal para una viga de concreto reforzado con
ayuda del software de analisis de elementos
finitos ABAQUS. La viga es simplemente apoyada
y tiene 1500 mm de largo; con una seccion de
180 x 1000 mm, la resistencia del concreto es
C25, el refuerzo longitudinal y estribos adoptados
HPB235 reforzados.

En este analisis de vigas simplemente
apoyadas, se ha introducido a fondo el modelo
de plasticidad del dano del concreto en ABAQUS.
Finalmente, los resultados de la experimentacion
y el analisis ABAQUS se compararon en un
diagrama, y la carga alcanzé la capacidad de
24 kN, el valor de deflexién en el centro de la
longitud de la viga es de 10.521 mm de ABAQUS y
12.795 mm de prueba.

Si se hubieran considerado las deformaciones
de cortante en el software ABAQUS, los resultados
del software ABAQUS estarian mas cerca de la
prueba experimental, porque estas deformaciones
tienden a aumentar las deformaciones totales
para vigas.

Este trabajo presenta un modelo analitico
de la curva elastica para vigas rectangulares
con cartelas parabdlicas, bajo carga concentrada
y momentos en los extremos, considerando
deformaciones por flexion y cortante (Teoria
de Timoshenko) para obtener las rotaciones y
desplazamientos, el enfoque principal de esta
investigacion. El modelo propuesto se divide en
tres partes para la viga:

0
a
L—c

x
x
x

a7
L —c,
L.

ININAIN
INIA A

El modelo actual de la curva elastica para vigas
rectangulares bajo carga concentrada considera
solo las deformaciones por flexion (Teoria de
Euler-Bernoulli).

2. Modelo propuesto

La Figura 1 muestra la diferencia entre la teoria
de Timoshenko y la teoria de Euler-Bernoulli. La
primera teoria incluye el efecto de los esfuerzos de
flexion y cortante sobre la deformacion:

dy _ dye  dyr (1)
dxr dz dz’

Y la segunda teoria incluye el efecto de los
esfuerzos de flexion en la deformacion [22, 23]:

o _% @)
x dx

La teoria de Timoshenko considera las
deformaciones por flexién y cortante, esto es
valido para los miembros cortos y largos. La
ecuacion de la curva elastica se presenta de la
siguiente manera [22, 23]:

@ _ d2yc d2yf (3)
dz? dz? dz?’
@ - _ 1 Ve M. (4)
de2 GA. ) de  EIL

donde:

G = Mobdulo de cortante.
y = Desplazamiento total.
Y. = Desplazamiento por cortante debido a la fuerza cortante.
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Tabla 1. Propiedades de la seccion rectangular con cartelas parabdlicas

Concepto Ecuaciones
Intervalo 0<z<a a<z<L-—c¢ L—c<zxz<L
a’h +u(x — a) A2h+s(x—L+c¢)?
ha(2) 2 h 2
5bh 5b {czh—l—s(a:—L—i-c)Q}
A 20U
ez (@) 6 62
2 213
bh3 b{ch—ks(m—L—Fc)}
I, —
@) 12 126
I =3 B

| b -

E es constante
I es variable
v oes el desplazamiento vertical
dv ey es la pendienie

Fig. 2. Viga sometida a un momento en cada extremo y una carga concentrada

ys = Desplazamiento por flexion debido al momento.
A., = Area de cortante.

E = Mddulo de elasticidad.

M, = Momento de flexion alrededor del eje Z.
I, = Momento de inercia alrededor del eje Z.

Las rotaciones en cualquier parte de la viga por
integracion de la ecuacién (4) se obtienen:

dy Vi M,

dv = GA. J EI,

dz. (5)

En la Figura 2 se muestra la viga AB sometida
a un momento en cada extremo y una carga
concentrada, asi como su seccién transversal
rectangular considerando que el ancho “b” es
constante y la altura “h,” es variable de forma
parabodlica en sus extremos y constante en la
parte central.
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Los valores de las reacciones en los apoyos Ry
y Rp se obtienen de las siguientes ecuaciones:

~ Map —Mpa | P(L—c¢)
RA - L + L ) (6)
Pe  Map — Mpa
L L '

Rp = ()

Las fuerzas cortantes y momentos alrededor
del eje Z a una distancia x en cualquier parte de la
trabe son:

Ve =Ra— (0<z<e), (8)
Vi=Ra—P—(e<z<L), ©)
M,=Raxz— My — (0<z<¢e), (10)
M. = (Ra — P)x + Pe — Map — (e <z < L). (11)
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Sustituyendo las ecuaciones (8) y (10) en la de inercia “I.(z)” alrededor del eje “2” a una
ecuacion (5), para 0 < z < ¢ se obtiene: distancia “z” para cada intervalo.
dy 1 RA Xr — MAB RA .
= == . 2.1. I <z<
" F / I dzr + AL (12) Cuando la carga se localizade 0 <z < a
_ _ Sustituyendo las propiedades de la Tabla 1
Sustituyendo las ecuaciones (9) y (11) en la en las ecuaciones (12) y (13) para cada
ecuacion (5), para e < z < L se obtiene: intervalo, y resolviendo las integrales se obtienen
dy 1 [ (Ra—P)z+ Pe— M Ryi—P g las rotaciones en cualquier lugar (dy/dx), y
@Zg/ I, dz + GAn (13) posteriormente se desarrolla la integral para
obtener los desplazamientos en cualquier lugar
La Tabla 1 muestra las ecuaciones de las de la viga (y). Las ecuaciones simplificadas
alturas “h.(z)” a una distancia “z”, areas de para intervalo se muestran a continuacién, para
cortante “A., (z)” a una distancia “z”, y el momento 0<z<e:
dy  3a®{2Raa"h?® + (Raa — Mag)u(a — x) [3u(a — x)? 4 5a®h] }
dz 2Ebh2u [a2h + u(a — x)2)?
9a (Raa — Map) [u (a — x)] 6 Raa’ (14)
———————~ arctan + (1,
2Ebh?v hu avhu 5Gb [th +u(a— x)ﬂ

| 3a [3u ((RAa — Mag)(a—2z)+ RAth)] ~ 6Rya
Y 2Ebh?uvhu 5Gbv hu

arctan (u(a—x)) +
avhu (15)

9a2 (RAG — MAB) 3a4 (RA.Z‘ — MAB)

In (a*h) —
o GO Ry von (@htula—z7) T
Parae <z <a:

ay 3a® (a — z) [(Ra — P) a+ Pe — Mag] {5a2h+3u(a—x)2} 345 (Ry — P)
- = _ 3 - 2
dx 2Ebh? [a2h + u (a _w)ﬂ Ebu [a%-ﬁ—u(a—x)ﬂ (16)

—P Pe— M - — P)a?

9a [(Ra Ya + Pe ey arctan {u(a x)} 6(Ra— P)a e
2Ebh2\/hu avhu ] 560 [a2h + u(a - 2)’]

_[3a{3u(a —x)[(Ra — P)a+ Pe — Map] 4+ (Ra — P)a’h} _ 6(Ra—P)a
v 2Ebh2uv/hu 5Gbvhu

(u(afm)>
arctan | ——= | +
avhu

9a® [(Ra — P) a + Pe — Mag] 3a* [(Ra — P) x + Pe — Mag]

In (a*h) — C Ci.
4Ebhu () = [htu(@_=? 0T
Paraa <z <L —c:
dy 6x[(Ra—P)x+2(Pe—Map)]  6(Ba—P)
— = - 5 1
dx Ebh3 5Gbh +0 (18)
222 [(Ry — P)z + 3 (Pe — M, 6(Ry — P)x
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ParaL —c<z < L:

dy _302 {2(Ra — P)c*h? + [(Ra — P)(L — ¢) + Pe — Mag] s(L — ¢ — x) [3s(L — ¢ — x)? + 5¢%h] }

dx 2Ebh?s (?h+ s(L — ¢ — 33)2)2 (20)
9¢c[(Ra — P)(L — ¢) + Pe — Mag| arctan (9(L —c— :1)) 6(Ra — P)c? L
2Ebh2v/hs cvhs 5Gb[2h+s(L—c—x)2] "
9c[(Ra — P)(L—¢)+ Pe— Mag)(L—c—z)  3(Ra—P)® 6(Ra fP)c} (S(L*C*QT))
= - arctan | ———— | +
2Ebh2+/hs 2EbhsvVhs 5GbvVhs cVhs 21)
9c¢? [(Ra — P)(L — ¢) + Pe — Myp] 5 3c* [(Ra — P)x + Pe — Mag)|
4Ebh?s In (¢*h) - 2Ebhs [c?h + s(L — ¢ — z)?] +Cra+Cs.

Las ocho condiciones conocidas que debe 5. Sustituyendo la condicion z = a en las

cumplir la viga para obtener las constantes de
integracion son:

1. Sustituyendo la condiciéon = 0e y = 0 en la
ecuacion (15).

2. Sustituyendo la condicion z = e en las
ecuaciones (14) y (16), estas dos ecuaciones
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en
este punto deben ser las mismas.

3. Sustituyendo la condicion z = e en las
ecuaciones (15) y (17), estas dos ecuaciones

se igualan, porque los desplazamientos “y” en
este punto deben ser los mismos.
4. Sustituyendo la condicion z = a en las

ecuaciones (16) y (18), estas dos ecuaciones
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en
este punto deben ser las mismas.

6Pa? (L —e) 6(u-P)(L-a—0

C =

ecuaciones (17) y (19), estas dos ecuaciones
se igualan, porque los desplazamientos “y” en
este punto deben ser los mismos.

6. Sustituyendo la condiciéon z = L — ¢ en las
ecuaciones (18) y (20), estas dos ecuaciones
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en
este punto deben ser las mismas.

7. Sustituyendo la condicién z = L — ¢ en las
ecuaciones (19) y (21), estas dos ecuaciones
se igualan, porque los desplazamientos “y” en
este punto deben ser los mismos.

8. Sustituyendo la condicién x = Ley =0enla
ecuacion (21).

Ahora, sustituyendo las ocho condiciones
conocidas en las ecuaciones correspondientes,
se generan ocho ecuaciones para obtener las
constantes de integracién. Las constantes de
integracion se muestran a continuacién:

3a® [3u (Raa — Mag) + Raah]

5GHL [a2h +u(a — c)?] 5GbLh

3Pa [3u(a—e) (L —a) — a?h]

61?7/4&} arctan { E} n
5GbL hu h

2EbLh2uv hu

2EbLh?uv/hu
+ 6Pa arctan {u (o - 6)} +
5GbLv hu avhu

3c¢2[(Ra — P) L + Pe — Mag] N {3(:2 {(Ra — P)|ch — 3s(L — ¢)] — 3s (Pe — Mag)}
2EbLh2sv/hs
3Pa? (L —e) {2a4h2 +u(a—e)? [3u (a—e)® + 5a2h] }

2EbLhs (h + s)

(22)

6(Ra — P) c} arctan { f} n 3Mypa®
5GbLVhs h 2EbLhu (h + u)

212 *
2EbLh2u [th +u(a—e) ]

a? (Ry — P) [4u (3L — 2a) + 3h (2L — a)] + 3a (Pe — Myg) [4u (2L — a) + ah] 3

2EbLh3u

(Ry — P) [3c2h (L+c)+4s(L—c)*(L+ zc)} +3(Pe— Mag) [¢®h + 45 (L2 — ¢2)]

2EbLRh3s
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_ 3a? [3u (Raa — Mag) + Raah) 6Raa | \/ﬂ 9a? (Raa — Mug) 9 3Muga?
Cr = — { 2Ebh2uvhu N 5Gb\/m} arctan [ 7} B 4FEbh2u In (a h) B 2Ebhu (h +u)’ (23)
O o 6Pa’e _6(Ra—P)(L—a—¢) [3&2 [Bu (Raa — Map) + Raah]
7 sanL [a2h tula— e)ﬂ 5GbLh 2EbLh uv/hu
6R4a } arctan {\/@} 3 [?)Pa2 [ah+3u(a—e)]  6Pa } arctan {u(a - e)} N
5GbLVhu h 2EbLh?>uv'hu 5GbLVhu av/'hu
3c2[(Ra — P) L + Pe — Mag] N {302 {(Ra = P)[ch —3s(L —c)] —3s(Pe — Mup)}
2EbLhs (h + s) 2EbLh2svVhs
(24)
6(Ry— P)ec 3 3Mapa’ 3Pa’%e {2a4h2 +u(a—e)? [3u (a—e)® + 5a2h} }
} arctan [ h} OB Lhu(h+u) 2 *
5GbLVhs uh+u) 2EbLh?u [a2h +u(a— 6)2}
a* (Ra — P) [4u (3L — 2a) + 3h (2L — a)] + 3a (Pe — Map) [4u (2L — a) +ah]
2EbLh3u
(Ra — P) [3c2h (L+¢)+4s(L—¢)> (L + 20)] +3(Pe — Myg) [h +4s (L2 — ¢2)]
2EbLh3s ’
6Pa’e [3a2 [3u (Raa — Mag) + Raah] 6Rsa } [\/ﬂ}
Cy = — - - arctan —| =
5Gb [az h+u(a— 6)2} 2Ebh2u\hu 5GbvVhu h
3Mapa® 3Pa?[ah + 3u (a — )] 6Pa u(a —e)
- arctan - (25)
2Ebhu (h + u) 2Ebhuv/hu 5Gbv'hu avhu
2 2
942 [(Ry — P)a+ Pe — Mug] In (ah) + 3Pa’%e {2a4h2 +u(a—e) [Bu (a—e)” + 5a2h} }
5 nl\a 2 )
AEbh 2Ebh2u {th +u(a— e)g}
o = 6Pa’e _6(Ra-P)(L—a—¢) {3&2 [3u (Raa — Mag) + Raah]  6Raa ]
" 5GOL [a2h+u(a—e)’] 5GbLA 2EbLh*uv/hu 5GbLVhu
u 3c2{(Ra — P)[ch —3s(L —c)] — 35 (Pe — Mag)} G(RA*P)C:| {ﬂ
t —| + - t |-
e {\/1 { 2EbLh2sv/hs sGbLvis |V
{3Pa2 l[ah+3u(a—e€)]  6Pa ] arctan {u (a — e)} 3Mypa? B
2EbLh2uv/ hu 5GbLV hu avhu 2EbLhu (h + u)
(26)

3Pa’e {2a4h2 +u(a—e)’ [3u (a—e)?+ 5a2h} }

212 *
2EbLh?u [th +u(a—e) }

3c2[(Ra — P)L + Pe— Myg] a®(Ra — P)(3h+ 8u) + 3a® (Pe — Myg) (4u — h)

2EbLhs (h + s) 2EbLh3u

(Ra — P) [3c2h (L+c)+4s(L—c)(L+ 20)] +3(Pe— Mag) [®h +4s (L2 — ¢2)]
2EbLh3s ’
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A 6Pa2e 6 (Ra — P)a B {3@2 [3u (Raa — Mag) + Raah] _ 6Rya ]
T sa [azh +u(a— 6)2] 5Gbh 2Ebh2uvhu 5GbvVhu
u 3Pa? [ah + 3u (a — )] 6Pa } {u (a— e)} 3Mapa®
t —| + - t — +
e [\/;] { 2Ebh2uy/Tu sGhvia) O Tavha | 2Ebhu (b + u) (27)

2 2
8Pa*e {2a'h* +u(a—e)* [3u(a—e)* +5a%h| } 48 (R, — P) (3h + 8u) + 3a2 (Pe — M) (4u — )

2Ebh3u ’

2Ebh2u [a2h +u(a— 6)2] ’

6Pa%e

5GbL [th +u(a— 6)2}
u 3Pa? [ah + 3u (a — )] 6Pa } {u (a— e)} 3c2[(Ra — P) L + Pe — Myg]

arctan —| = - arctan + +

{\/;} { 2EbLh?uv hu 5GbLV hu avhu 2EbLhs (h + s)

3c2{(Ra — P)[ch —3s(L —c)] —3s(Pe— Mag)} 6(Ra—P)c o s
{ 2EbLh2sv/hs  5GbLVhs } arctan {\/ﬂ "

2
3Pa%e {2(14}12 +u(a—e)? [311 (a—e) + 5a2h} } a3 (Ra — P) (3h + 8u) + 302 (Pe — Myp) (4u — h')+
]2 2EbLh3u

_6(Ba—P)(L—a—c)

Cr = 5GbLA

{3(12 [Bu (Raa — Mag) + Raah] _ 6Rya
2EbLLuvhu 5GbLN hu

3]\/[AB(12 .
2EbLhu (h 4 u) (28)

2EbLh2u [a2h +u(a—e)?

(Ra— P) (L —c) [3c2h +8s(L - 0)2] — 3(Pe — Myg) [c% 4s(L— cﬂ
2EbLh?s ’

6 (Ra — 6Pa’e

5Gb [a2h +u(a— 6)2}

{\/ﬂ} {3Pa2 [ah + 3u (a — €)] 6Pa } {u(afe)}
arctan —| + — arctan —
h 2Ebh2uv hu 5GbvV hu av hu

3Pa%e {2a4h2 +u(a—e)? [3U (a—e)+ 5a2h} }

P)(L-—a—¢c)
5Gbh

3 [3(12 [Bu (Raa — Mag) + Raah]

6RAa }
2Ebh2uv/ hu

 5GbVhu

3MAB(12 .
2Ebhu (h + u)

9¢% [(Ra — P) (L — ¢) + Pe — Myg)] I (¢

2
4FEbh2s ( h)

5 + (29

2Ebh2u [aZh +u(a— 6)2}

a® (Ry — P) (3h + 8u) + 3a2 (Pe — Myg) (4u — h)
2Ebh3u

(Ra— P)(L - ¢) [3c2h +8s(L — C)ﬂ — 3(Pe — Mup) {02}1 —4s(L - c)ﬂ
2Ebh3s '

2.2. Cargalocalizadadea <z <L -—c¢

Sustituyendo las propiedades de la Tabla 1
en las ecuaciones (12) y (13) para cada
intervalo, y resolviendo las integrales se obtienen
las rotaciones en cualquier lugar (dy/dz),
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posteriormente se desarrolla la integral para
obtener los desplazamientos en cualquier lugar de
la viga (y).

Las ecuaciones simplificadas para intervalo se
muestran a continuacion. Para 0 < z < a:
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3a? {2RAa4h2 + (Raa — Map) u(a — x) [3u (a—z)° + 5a2h] } -

dy
& _ >
dr 2Ebh?u [th +u(a— x)z}
(30)
_ _ 2
9a (Raa — Myp) arctan [u(a x)] N 6R4a Lo
2Ebh2v/ hu av'hu 5Gb [th +u(a— x)ﬂ
3a [3u (Raa — Mag) (a — ) + Raa®h] 6Rsa {u (a— az)}
y = — arctan | ——| +
2Ebh2uv hu 5Gbv hu avhu
(31)
2 M 4 - M
9a” (Raa _ 48) 11 (a2h) - 3% (Faz — M) —+Cra+ 0y
AEbhu 2Ebhu {th +u(a—2) }
Paraa <z <e:
dy 6z (RAZ‘ - 2MAB) 6R4
A 2
da Ebh? T 5Gen T (32)
_ 222 (Rax —3Map) 6Rax
Y= e t G +C3 2+ Cy. (33)
Parae<z <L —c:
dy 6x[(Ry—P)x+2(Pe—Mp)] 6(Rs—P)
@ _ 4
dz Ebh3 T sam O (34)
222 [(Ra —P)x+3(Pe—Mpg)]  6(Ra—P)x
y= e SGbh + Cs = + Cs. (35)
ParaL —c <z < L:
ay 302{2(RA — P)*h? + [(Ry — P) (L — ¢) + Pe — Mug] s (L — ¢ — ) [35(L—c—x)2 +5c2h}}
W _ . _
dx 2Ebh2s [c% ts(L—c— x)ﬂ
(36)
_ _ _ o _ P2
9¢((Ra — P) (L — ¢) + Pe — Myp) arctan |:S(L ¢ x)] n 6(Ra—P)c s
2Ebh?V/'hs cvhs 5Gb [c2h +s(L—c— 96)2}
y = 9¢[(Ra — P)(L —¢)+ Pe — Myg] (L —c— x) N 3c3(Ry — P) _6(2a fP)c} arctan [S(Lfcfx)} N
2Ebh2Vhs 2Ebhsv/hs 5GbVhs evhs
(37)

9¢? [(Ra — P) (L — ¢) + Pe — Mag] n
4Ebh2s

3c* ((Ra — P)x + Pe — Mag)

(h) - 2Ebhs [CQh +s(L—c— L)Z]

+C7$+Cg.

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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Las ocho condiciones conocidas que debe
cumplir la viga para obtener las constantes de
integracion son:

1. Sustituyendo la condicién x = 0e y = 0 en la
ecuacion (31).

2. Sustituyendo la condicion x = a en las
ecuaciones (30) y (32), estas dos ecuaciones
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en
este punto deben ser las mismas.

3. Sustituyendo la condicion z = a en las
ecuaciones (31) y (33), estas dos ecuaciones

se igualan, porque los desplazamientos “y” en
este punto deben ser los mismos.
4. Sustituyendo la condicibn z = e en las

ecuaciones (32) y (34), estas dos ecuaciones
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en
este punto deben ser las mismas.

P
o = 6Pc

5. Sustituyendo la condicion z = e en las
ecuaciones (33) y (35), estas dos ecuaciones
se igualan, porque los desplazamientos “y” en
este punto deben ser los mismos.

6. Sustituyendo la condiciéon z = L — ¢ en las
ecuaciones (34) y (36), estas dos ecuaciones
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en
este punto deben ser las mismas.

7. Sustituyendo la condiciéon z = L — ¢ en las
ecuaciones (35) y (37), estas dos ecuaciones
se igualan, porque los desplazamientos “y” en
este punto deben ser los mismos.

8. Sustituyendo la condicion x = Ley =0enla
ecuacion (37).

Ahora, sustituyendo las ocho condiciones
conocidas en las ecuaciones correspondientes,
se generan ocho ecuaciones para obtener las
constantes de integracién. Las constantes de
integracion se muestran a continuacion:

3s(L —c¢)] —3s(Pe— Mag)}

- 5GbLh 5GbLh

6Ra(L—a—c) [302 {(Ra — P)[ch—
2EbLh2s\Vhs
3a? [3u (RAa — MAB) + RAah]

_ 6(Ra— P) C}
5GbLVhs

2 —_— —
aretan [\/ﬂ N 3¢?[(Ra — P) L + Pe — Myg] N

2EbLh2s (h + s)

u

3Pa% (L —e) {2@4/1/2 +u(a—e)? [SU (a—e) + 5a2h} }

GRAQ :|

QEbLI uvhu  5GbLVhu

3MABCL2

t —
arc an[ h] +

12
2EbLh?u {a2h +u(a—e) }

2EbLhu (h+u) (38)

2Pe* (3L —e)  a{Raala(3h +8u) — 6L (h+ 2u)] + 3Map [a (h — 4u) +8Lu]}

EbLR?

2EbLh3u

(Ra — P) [3c2h (L+¢)+4s(L—c)(L+ 20)} +3(Pe— Map) [®h + 45 (L2 — )]

2EbLh3s

o
]

2Ebh2uN hu

6Pc

3a? [3u (Raa — Mag) + Raal ' ’ — M

)

3Mapa®

2Ebhu (h+u)’ (39)

4Ebh2u

6(Ra—P)c

Cs = ~5GoLh ~  5GLLh

6Rs (L —a—c) 3c2{(Ra — P)[ch —3s(L — ¢)] — 3s (Pe — Mugp)}
" 2EbLh?sV'hs

5GbLvhs

2 _ /
arctan {\/E} + {3‘1 [3u (Raa 2MAB) + Ryah) B
h 2EbLh*uv hu

3Mupa?® 2Pe? (3L —e)

6ftaa } arctan {\/E} +
5GbL hu h
a® [Raa (3h + 8u) + 3Magp (h — 4u)]

3c2[(Ra — P) L+ Pe — Map] (40)

2EbLhu (h + u) EbLR®

2EbLh3u

2EbLh?s (h + s)

(Ra— P) [3c2h (L+¢)+4s (L — ¢)* (L +2¢)| + 3 (Pe — Mag) [¢2h + 45 (L? — ¢)]

2EbLh3s

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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C, = _GRAG . {3@2 [3u (Raa — Map) + Raah] _ 6R4a ] arctan [\/E:| +
4 5Gbh 2Ebh2uvhu 5Gbvhu h

a® [Raa (3h + 8u) + 3Mup (h — 4u)) B 3Mypa®
2EbLh3u 2Ebhu (h +u)’

Cs =

6Raa  6(Ra—P)(L—¢) {302 {(R4 — P)[ch—3s(L —c)] —3s(Pe— Msg)} 6(Ra—P) c]

5GbLh 5GbLh 2EbLh2sv/hs  5GbLVhs

s 3a? [3u (Raa — Mag) + Raah] 6Rsa m
arctan —| + 5 — arctan —| +
h 2EbLh"uv hu 5GbL hu h

3c¢2[(Ra — P) L + Pe — Mag] 3Mapa?® 2Pe? (3L —e)  a?[Raa (3h + 8u) + 3Map (h — 4u)]

2EbLh%s (h+ s) 2EbLhu (h + u) EbLh3 2EbLhu

(42)

(Ra — P) [3(:2}7/ (L+¢)+4s(L—¢)? (L + 23)] + 3 (Pe — Myg) [¢*h + 45 (L* — ¢?)]
2EbLh3s ’

6Rsa [3&2 [Bu (Raa — Mag) + Raah) 6R4a } [\/ﬂ] 3Mypa?
Ce = arctan 7

" 5Gbh 2Ebh2uNhu " 5a0Vha " 2Ebhu (h + u)

2Pe3 n a® (Ra — P) (3h + 8u) + 3a? (Pe — Mag) (4u — h)
Ebh? 2Ebh3u ’

o = 6Ria 6(Ra—P)(L—c) |:3C2{(RA—P) [ch—3s(L—c)]—3s(Pe— M)} 6(Ra—P)c
7 = +

5GbLh 5GbLh -

2EbLh2svVhs 5GbLVhs
’ M
arctan{ f} + {361 [Bu (Raa / AB) + Raah]  6Raa } et {\/g] N

h 2EbLh2uv/hu AN -

(44)

3c? [(Ra — P) L + Pe — Myg] 3Mupa® B 2P¢3 B a? [Raa (3h + 8u) + 3Map (h — 4u))] n
2EbLh%s (h + s) 2EbLhu (h+w)  EbLA3 2EbLh3u

(Ra = P)(L = ¢) [3¢h +85 (L - )| = 3(Pe — Mag) [¢*h — 45 (L — o)’]
2EbLAs ’

— _ 2 _
Co = 6Raa  6(Ra—P)(L—c) {Sa [Bu (Raa — Mug) + Raah] 6R4a ]arctan [\/%] 3

— + —
5Gbh 5Gbh 2Ebh2uv hu 5Gbv hu

3Mapa? 2Pe?  a?[Raa (3h + 8u) + 3Mag (h — 4u)] B 9¢2 (R4 — P) (L — ¢) + Pe — Mag]
2Ebhu (h4+u)  Ebh3 2Ebh3u 4FEbh?s

(45)

(Ry — P)(L - ¢) [3c2h +8s (L — 0)2] — 3(Pe — M) [c2h —4s(L— c)2]

2 J—
In (c*h) 2EbLh3s

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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2.3. Cargalocalizadade L —c<z <L Posteriormente se desarrolla la integral para

Sustituyendo las propiedades de la Tabla
1 en las ecuaciones (12) y (13) para cada
intervalo, y resolviendo las integrales se obtienen 0<z<a
las rotaciones en cualquier lugar (dy/dzx). -~

dy 73(12 {ZRAa4h2 + (Raa — Mag)u(a — ) [3u (a—x)+ 5a2h} }
dz

2Ebh?u [a2h +u(a— :1:)2} ’

_ _ 2
9a (Raa — Mag) arctan [u (a I)] 6Raa Lo
2Ebh2 V hu a hu 5Gb |:a2h + u (a — .T)2:|

_|3a[3u(Raa — Map) (a — z) + Raa®h]  6Raa
Y 2Ebh2uv hu 5GbvV hu

{u (a — x)}
arctan | ——=~| +
avhu

9a2 (RAa - MAB) 3(14 (RAI’ - MAB)

In (a®h) — + Cz + Co.
AEbh*u 2Ebhu {th +u(a— x)ﬂ
Paraa <z < L-c:
dy o 6x (RAI — QMAB) 6RA
dr Ebh3 T 56w T
212 (Rax — 3Mag) 6Rax
v= Ebh? sGon T G
ParaL —c<z<e:
dy 3c? {2RAC4h2 +[Ra(L —¢)— Myp]s(L—c—x) [33 (L—c—a)*+ 562}1} }

2
dr 2Ebh?s |:62h +s(L—c— x)Q}

S(ch)] 6Rac?
cvhs 5Gb [CQh+S(L—C—$)2:|

s(LC:/%—x)} .

+ Csz + Cs.

9¢ (Ra (L — ¢) — Myp)
2Ebh2v/hs

arctan { + Cs,

arctan [

2Ebh2sv/hs ~ 5Gbvhs
3ct (Raw — Myg)
2Ebhs {02]1 +s(L—c— m)Q}

y - [36{35[RA(L—C)—MAB] (L—c—x)+Rac’h}  6Rac

9c? [RA (L - C) - MAB]
4Ebh?s

In (czh) —
Parae <z < L:

dy _SCQ{Q(RAfP)c‘LhQJr[(RAfP) (L —¢)+ Pe— Mug)s(L —c—x) [3S(L*C*.Z')2+5C2h]}

g 2
dx 2Ebh?s {02h+S(L*C*JZ)2

_ _ _ o _ 2
9¢ ((Ra — P) (L — ¢) + Pe — Mup) arctan {s (L—c x)} 6(Ra— P)c ey
2Ebh?v/hs cvhs 5Gb [czh +s(L—c— x)ﬂ

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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obtener los desplazamientos en cualquier lugar
de la viga (y). Las ecuaciones simplificadas
para intervalo se muestran a continuacién. Para

(46)

(50)
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y = 9¢[(Ra — P)(L—c¢)+ Pe— Mag] (L —c—x) +9c3(RAfP) 6(RA7P)C:| aI_Ctan[s(Lfcfx)} N

2Ebh?V/hs 2Ebhv/hs 5Gbvhs eVhs
(53)
2 _ _ _ 4 _ _
9¢® [(Ra — P) (L 2c) + Pe — Myg] In (h) — 3¢*((Ra — P)xz + Pe ]LIAS) Gt G
AEbh?s 2Ebhs [CQh +s(L—c—x) ]

Las ocho condiciones conocidas que debe 5. Sustituyendo la condicion x = L — ¢ en las
cumplir la viga para obtener las constantes de ecuaciones (49) y (51), estas dos ecuaciones
integracion son: se igualan, porque los desplazamientos “y” en

este punto deben ser los mismos.
. Sustituyendo la condicion x = 0ey = 0enla . i
y Y 6. Sustituyendo la condicibn z = e en las

ecuacion (47). ’ |
(47) ecuaciones (50) y (52), estas dos ecuaciones

se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en

. Sustituyendo la condicion x = a en las oste punto deben ser las mismas
ecuaciones (46) y (48), estas dos ecuaciones P ’
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en 7. Sustituyendo la condicion z = e en las

este punto deben ser las mismas. ecuaciones (51) y (53), estas dos ecuaciones

se igualan, porque los desplazamientos “y” en

. Sustituyendo la condicibn z = a en las este punto deben ser los mismos.
ecuaciones (47) y (49), estas dos ecuaciones
se igualan, porque los desplazamientos “y” en 8. Sustituyendo la condicién z = Ley = 0 en la
este punto deben ser los mismos. ecuacion (53).

. Sustituyendo la condiciéon z = L — ¢ en las

ecuaciones (48) y (50), estas dos ecuaciones Sustituyendo las condiciones en las ecuaciones
se igualan, porque las rotaciones “dy/dz” en correspondientes, se obtienen las siguientes:
este punto deben ser las mismas. constantes de integracién:
o - 6Ry(L—a—¢) 3Pc2[3s(L —c—e) — ch] 6Pc } arctan [s (L—c— e)} 3Mypa®
! 5GbLh 2EbLh*s\/'hs 5GbL\/hs eVhs 2EbLhu (h + u)
2 _ _ _ _ — M _
{3(: {(Ba — P)[ch —3s(L —c)] —3s(Pe— Map)} 6(Ra P)c} arctan {\/E] n
2EbLh2sv/hs 5GbLVhs h
{SaQ [Bu(Raa — Mag) + Raah] 6Raa } {\/ﬂ} 6Pc? (L — e)
5 - arctan —| = -
2EbLh*uvhu 5GbLV hu k]l scbL [Czh +s(L—c— 6)2]
a® [Raa (3h +8u) + 3Mp (h = 4w)] | 3a[RaaL (h+2u) — 4MapLul] | (54)
2EbLh3u EbLh3u

3Pc% (L —e) {2(:4h2 +5(L—c—e)? [35 (L—c—e)®+ 5c2h] } 3¢2[(Ra — P) L + Pe — Myg]
2EbLh2s (h + s) B

12
2EbLh?s [CQh +s(L—-c—e) ]

Ru {3c2h (L+c¢)+4s(L—c)(L+ 2())} — 3Myp [¢*h + 45 (L% — )]

2EbLh3s
3a? [3u (Raa — Mag) + Raah] 6Raa U 9a2 (Raa — Mag) 3Mypa®
Cy = — - t | - = n (a’h) - o, 5
? { 2Ebh?uv/hu sGovial T IV e )~ S (h+u)’ (55)

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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—a— 2 —c—e¢) — —C— V. 2
Cy = 6Ra(L-a—¢) 3Pc*[3s(L —c—e) — ch] 6Pc } arctan |:S(L c e)} 3Mugpa
c

5GbLh 2EbLh?sv/hs 5GbL\/hs Vhs 2EbLhu (h + )

3c2{(Ra — P)[ch—3s(L —¢)] —3s(Pe— Mug)} 6(Ra—P)c s
{ 2EbLI2svVhs - 5L s } arctan |:\/;J +

|:3a2 [Bu (Raa — Mag) + Raah] 6Raa } {\/ﬂ} 6Pc? (L —e)
5 - arctan —| = +
2EbLh*uvhu 5GbLV hu h 5GbL [c2h +s(L—c— 6)2] (56)

3Pc* (L —e) {264h2 +5(L—c—e)’ [33 (L—c—e)®+ 502}1] } 3¢2[(Ry — P) L + Pe — Mag)
2EbLh%s (h + s)

212
2EbLh?s [c2h+s(L—c—c) ]

2
Ry [3(32h (L+c)+4s(L—co)" (L+ 2(1)] — 3Myp [¢*h + 4s (L* — ¢?)] B a? [Raa (3h + 8u) + 3Mag (h — 4u)]
2EbLh3s 2EbLh3u '

SRS

2 _ /
Cy — 6Rsa {3@ [3u (Raa — Map) + Raah] 6R4a ]arctan[ -

T5Gbh 2 Ebh2uy/hu  5GhVhu

3Mapa® a® [Raa (3h + 8u) + 3Mag (h — 4u))
2Ebhu (h+ u) 2EbLhu

)

. 2 o) . 2
C. = _6Ra(L—a—c) [3Pc Bs(L—c—e)—ch] 6Pc }arctan [S(L c e)} 3Mypa

5GbLh 2EbLh? sV hs 5GbLvVhs cvhs 2EbLhu (h + u)

{362 {(Ra — P)[ch 2_;;1;(}];23_\/0%_ 3s (Pe = Mag)} _ 65(52;\/]%6} arctan {\/%] +

{3(12 [3u (Raa — Mag) + Raah] 6Raa } {\/ﬂ} 6Pc? (L —e)
3 - arctan —| = -
2EbLh uvhu 5GbLV hu h 5GLL |:C2h +s(L—c— 8)2] (58)

a? [Raa (3h + 8u) + 3Map (h — 4u)) L 2L ¢)°[2Ra (L — ¢) —3Mpg] ~ 3¢® [Ra (L — ¢) + Myg]
2EbLh3u EVLLh3 2EbLh?s

3¢2[(Ry — P) L + Pe — Mag] 3Pc* (L —e) {2(:4h,2 +5(L—c—e)’ [38 (L—c—e)®+ 5czh] }
2 2
2EbLAs (h + 5) 2EbLh?s [C2h +s(L—c— 6)2]

)

—a— 2 _
Co = 6Ra(L—a—c) [3a”[3u(Raa— Mag)+ Raah 6Rsa ]arctan [\/%} B

5Gbh 2Ebh2uv/hu  5GbVhu

2(L — ¢)* [2Ra (L — ¢) — 3Myz] 3¢ [Ra (L — ¢) + Map] N a® [Raa (3h + 8u) + 3Mup (4u — h)] (59)
Ebh3 2EbLh2s 2Ebh3u

3MABCL2
2Ebhu (h +u)’

9¢% [Ra (L — ¢) — Myug]

2 J—
AEbR2s In (c*h)
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6Ra(L—a—c) 3Pc[3s(L—c—e) (L —c)+c?hl 6Pc |:S(L7(37€):|
Cr = — — 5 — arctan | ————= | +
5GbLh 2EbLh?svVhs 5GbLVhs cvhs
3Mypa? {352 {(Ba — P)[ch —3s(L —c)] = 3s(Pe — Mag)} 6(Ra—P) c} arctan [\/E} N
2EbLhu (h + ) 2EbLh2s\hs 5GbL\/hs h
3c? [(Ra — P) L + Pe — Mag] [3@2 [3u (Raa — Mag) + Raah] _ 6Raa } arctan {\/E} N
2EbLA2s (h + s) 2Eb LR uvhu 5GbL\hu h (60)
6Pc2e L2 &)’ [2Ra (L — ¢) — 3Map] N 3¢? [Ra (L —¢) + Mag]
5GUL [+ s (L - c— )] EbLh? SEbLhs
2 2
a? [Raa (3h + 8u) + 3Mag (h — 4u)) 3P026{264h2 +s(L—c—e) [33 (L—c—e) +5czh}}
_ 5 7
2EbLh 2EbLh?s [(:2h +s(L—c— 6)2]
o = 6(Ra—P)(L—c) 6Pc2e 3 [3(12 [Bu(Raa — Mag) + Raah]  6Raa }
s 5Gbh 5Gb [cz hts(L—c— 6)2} 2Ebh2uy/hu 5GbVhu
—e— 2 _ 2 -
arctan s(L—c—e)] 3c*[Ra(L —c)+ Myg] 48 [Raa (3h + 8u) —|— 3Mup (h 4u)]+
/s 2Ebh2s 2Ebhu
61
3P02€{204h2+8(L—C—6)2 [33(L—c—e)2+502h}} 2 (L — )2 [2Ra (L — ¢) — 3Ms] (61)
2 - 3 o
2Ebh?s |:62h +s(L—c— 6)2} Ebh
9¢2 [(Rg — P) (L — ¢) + Pe — Myg] In (c2h) — 3Mypa?
AEbR2s c 2Ebhu (h + u)’
3. Aplicacion del modelo propuesto 3. Sustituyendo el valor de “z = ¢’ en las

ecuaciones (14) y (16) (Cuando la carga se
localiza de 0 < z < a), en la ecuacion (32)
y (34) (Cuando la carga se localiza de a <
x < L — ¢), en la ecuacion (50) y (52) (Cuando
la carga se localiza de L —c < z < e), las
rotaciones obtenidas de las dos ecuaciones
son iguales.

Una manera de verificar la continuidad del
modelo propuesto es como siguiente:

1. Sustituyendo el valor de “x = a” en las
ecuaciones (16) y (18) (Cuando la carga se
localizade e < = < a), enla ecuacion (30) y (32)
(Cuando la carga se localizade a < x < L — ¢), 4. Sustituyendo el valor de “z = a” en las
en la ecuacién (46) y (48) (Cuando la carga ecuaciones (17) y (19) (Cuando la carga se
se localizade L — ¢ < x < L), las rotaciones localizade e < z < a), enla ecuacién (31) y (33)
obtenidas de las dos ecuaciones son iguales. (Cuando la carga se localizade a < x < L — ¢),

en la ecuacion (47) y (49) (Cuando la carga se

2. Sustituyendo el valor de “z = L — ¢” en las localiza de L — ¢ < z < L), los desplazamientos

ecuaciones (18) y (20) (Cuando la carga se
localiza de 0 < x < a), en la ecuacion (34) y
(36) (Cuando la carga se localizade a < z <
L — ¢), en la ecuacion (48) y (50) (Cuando la
carga se localizade L — ¢ < z < ¢), se obtienen
las mismas rotaciones en ambos casos.

obtenidos de las dos ecuaciones son iguales.

. Sustituyendo el valor de “x = L — ¢” en las

ecuaciones (19) y (21) (Cuando la carga se
localiza de 0 < z < a), en la ecuacién
(35) y (37) (Cuando la carga se localiza de

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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Fig. 3. Curva elastica en vigas simplemente apoyadas

a < x < L — ¢), en la ecuacién (49) y (51)
(Cuando la carga se localizade L — ¢ < z <
e), los desplazamientos obtenidos de las dos
ecuaciones son iguales.

Sustituyendo el valor de “x = ¢” en las
ecuaciones (15) y (17) (Cuando la carga se
localiza de 0 < z < a), en la ecuacién

(33) y (35) (Cuando la carga se localiza de
a <z < L — ¢), en la ecuacién (51) y (53)
(Cuando la carga se localizade L —c < z <
e), los desplazamientos obtenidos de las dos
ecuaciones son iguales.

Una manera de verificar el modelo propuesto

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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en algunos puntos especiales es como siguiente:
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Fig. 4. Curva elastica en vigas perfectamente fijadas en sus extremos
1. Sustituyendo el valor de “z = 0" en las 3. Sustituyendo el valor de Mup = 0, R4 = P/2,
ecuaciones (15), (31) y (47) se obtiene el e=1L/2,a =¢ u=sydy/de = 0 para vigas
desplazamiento cero en el apoyo A. de seccion transversal rectangular simplemente
) . i apoyadas en las ecuaciones (32) y (34) se
2. Sustituyendo el valor de “z = L” en las obtiene “z = L /2", es decir, cuando la rotacién
ecuaciones (21), (37) y (53) se obtiene el es cero, se produce el desplazamiento maximo
desplazamiento cero en el apoyo B. (viga simétrica).

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
doi: 10.13053/CyS-28-3-4475
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Fig. 5. Curva elastica en vigas usando los mismos momentos y reacciones en los extremos

La curva elastica para vigas rectangulares
con cartelas parabdlicas bajo carga concentrada
situada en cualquier parte de la viga se obtiene,
sustituyendo en las ecuaciones correspondientes

de la siguiente manera:

1. Para vigas simplemente apoyadas:

_MABZO’

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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— Rup =

- G=5E/12,

0.9P(e
0.7P(e
0.5P
0.3P(e
0.1P(e

, 0.8P(e = 0.2L),
0.6P(c = 0.4L),
0.4P(e = 0.6L),
0.2P(e = 0.8L),
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Tabla 2. Deflexiones en vigas simplemente apoyadas

Factores de las rotaciones en el Factores del desplazamiento maximo
apoyo Ay en el apoyo B y su ubicacion a partir del apoyo A
e Bas BB € P
MP MA MP/MA MP MA MP/MA MP MA  MP/MA MP MA MP/MA

h=0.1L, a=03L, ¢=0.3L
0.1L 256.5180 252.3370 1.0166 -174.3076 -172.9501 1.0078 0.4398 0.4397 1.0002 -68.3887 -68.2495 1.0020
0.2L 4757573  467.5538 1.0175 -344.4126  -341.0962 1.0097 0.4429 0.4432 0.9993 -134.4296 -133.8157 1.0046
0.3L 623.7549 614.4166 1.0152 -496.1313  -491.1697 1.0101 0.4532 0.4535 0.9993 -190.3910 -189.4294  1.0051
0.4L 687.8740 679.6049 1.0122 -612.2122 -605.9814 1.0103 0.4724 0.4725 0.9998 -227.2434 -226.3062  1.0041
0.5L 679.9931 672.7931  1.0107  -679.9931 -672.7931  1.0107 0.5000 0.5000 1.0000 -240.2943 -239.3673  1.0039
0.6L 612.2122 605.9814 1.0103 -687.8740 -679.6049 1.0122 0.5276 0.5275 1.0002 -227.2434 -226.3062  1.0041
0.7L 496.1313  491.1697 1.0101 -623.7549 -614.4166 1.0152 0.5468 0.5465 1.0005 -190.3910 -189.4294  1.0051
0.8L 344.4126  341.0962 1.0097 -475.7573 -467.5538 1.0175 0.5571 0.5568 1.0005 -134.4296 -133.8157 1.0046
0.9L 1743076 1729501 1.0078 -256.5180 -252.3370 1.0166 0.5602 0.5603 0.9998 -68.3887 -68.2495 1.0020
h=0.05L, a=0.3L, ¢=0.3L
0.1L 2027.0581 2018.6962 1.0041 -1386.3156 -1383.6005 1.0020 0.4397 0.4397 1.0000 -546.3744 -545.9960 1.0007
0.2L 3756.8373 3740.4302 1.0044 -2735.4021 -2728.7693 1.0024 0.4432 0.4432 1.0000 -1071.7534 -1070.5257 1.0011
0.3L 4934.0093 4915.3326 1.0038 -3939.1808 -3929.3574 1.0025 0.4535 0.4535 1.0000 -1517.3580 -1515.4349 1.0013
0.4L 5453.3772 5436.8388 1.0030 -4860.4556 -4847.8512 1.0026 0.4725 0.4725 1.0000 -1812.3238 -1810.4492 1.0010
0.5L 5396.7450 5382.3450 1.0027 -5396.7450 -5382.3450 1.0027 0.5000 0.5000 1.0000 -1916.7922 -1914.9380 1.0010
0.6L 4860.4556 4847.8512 1.0026 -5453.3772 -5436.8388 1.0030 0.5275 0.5275 1.0000 -1812.3238 1810.4492 1.0010
0.7L 3939.1808 3929.3574 1.0025 -4934.0093 -4915.3326 1.0038 0.5465 0.5465 1.0000 -1517.3580 -1515.4349 1.0013
0.8L 2735.4021 2728.7693 1.0024 -3756.8373 -3740.4302 1.0044 0.5568 0.5568 1.0000 -1071.7534 -1070.5257 1.0011
0.9L 1386.3156 1383.6005 1.0020 -2027.0581 -2018.6962 1.0041 0.5603 0.5603 1.0000 -546.2744  -545.9960 1.0007

donde: 845 (rotacion en el apoyo A) = Bap P/ Eb; 04 (rotacion en el apoyo B) = fSga P/Eb; xap (ubicacion del momento maximo a
partir del apoyo A) = eL; ymax (desplazamiento méximo) = pP/Eb

- a=0.3L, - G =5E/12,

— u=Ah, - a=0.3L,

— ¢=0.3L, — u=h,

- s=h, — c=03L,

— h=0.05L,0.1L. - s=h,

Para los dos modelos, el MP (Modelo —e = 0.1L, 0.2L, 0.3L, 0.4L, 0.5L, 0.6L,

propuesto considera las deformaciones por 0.7L. 0.8L. 0.9L

flexion y cortante) y el MA (Modelo actual ’

considera las deformaciones por flexién). — h = 0.05L, 0.1L.

2. Para vigas perfectamente fijadas en sus

extremos: El momento Mz y la reaccion Ry De los dos modelos (MP y MA), estas

en el apoyo “A” se obtienen sustituyendo en las 905 ecuaciones se resuelven para obtene’rl

ecuaciones correspondientes: Map = mapPL" y la reaccion "Ry = rapP
en el apoyo A. Posteriormente, sustituyendo los

— dy/dz =0, valores de Mup y Ra para los dos modelos:

-x=0,L, - G=5E/12,

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
doi: 10.13053/CyS-28-3-4475
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Tabla 3. Deflexiones en vigas perfectamente fijadas en sus extremos

Factores para momentos y
reacciones en el apoyo A

Factores del desplazamiento maximo y
su ubicacion a partir del apoyo A

magp aap € p
MP MA MPMA  MP MA  MPMA  MP MA  MP/MA MP MA MP/MA
h=01L, a=03L, c=03L
0.1L 0.0966 0.0932 1.0365 0.9943 0.9889 1.0055 0.3383 0.3452 0.9800  -0.9263 -1.7891 0.5177
02L 0.1694 0.1635 1.0361 09507 0.9416 1.0097 0.3687 0.3714 09927  -6.8415 -8.1793  0.8364
0.3L 02016 0.1958 1.0296 0.8463 0.8380 1.0099 0.4071 0.4079 09980 -17.0884  -18.4643  0.9255
0.4L 01925 0.1886 1.0207 0.6869 0.6825 1.0064 0.4507 0.4507 1.0000 -26.5992  -27.9204  0.9527
05L 0.1560 0.1543 1.0110 05000 0.5000 1.0000 0.5000 0.5000 1.0000  -30.4482  -31.7431  0.9592
06L 0.1056 0.1062 0.9944 03131 0.3175 0.9861 0.5493 0.5493 1.0000 -26.5992  -27.9204  0.9527
0.7L 0.0553 0.0578 0.9567 0.1537 0.1620 0.9488 05929 0.5921 1.0014 -17.0884  -18.4643  0.9255
0.8L 0.0187 0.0219 0.8539 0.0493 0.0584 0.8442 0.6313 0.6286 1.0043  -6.8415 -8.1793  0.8364
0.9L 0.0022 0.0043 05116 0.0057 0.0111 05135 0.6617 0.6548 1.0105  -0.9263 -1.7191 0.5177
h=005L, a=03L, c=03L

0.1L 0.0940 0.0932 1.0086 0.9902 0.9889 1.0013 0.3441 0.3452 09968 -12.5921  -14.3128  0.8798
02L 0.1650 0.1635 1.0092 0.9439 0.9416 1.0024 0.3708 0.3714 09984  -62.7547  -65.4342  0.9591
03L 0.1972 0.1958 1.0072 0.8401 0.8380 1.0025 0.4077 0.4079 0.9995 -144.9686 -147.7146 0.9814
0.4L 0.1896 0.1886 1.0053 0.6836 0.6825 1.0016 0.4507 0.4507 1.0000 -220.7226 -223.3631  0.9882
05L 0.1547 0.1543 1.0026 05000 0.5000 1.0000 0.5000 0.5000 1.0000 -251.3548 -253.9444  0.9898
0.6L 0.1061 0.1062 0.9991 0.3164 0.3175 0.9965 0.5493 0.5493 1.0000 -220.7226 -223.3631  0.9882
0.7L 0.0572 0.0578 0.9896 0.1599 0.1620 0.9870 0.5923 0.5921 1.0003 -144.9686 -147.7146 0.9814
0.8L 0.0211 0.0219 0.9635 0.0561 0.0584 0.9606 0.6292 0.6286 1.0009  -62.7547  -65.4342  0.9591
0.9L 0.0038 0.0043 0.8837 0.0098 0.0111 0.8829 0.6559 0.6548 1.0017 -12.5921  -14.3128  0.8798

dénde: Mup (momento de empotramiento en el apoyo A) = map PL; R4 (reaccion en el apoyo A) = aap P

— a=0.3L,
— u = h,
— c=0.3L,
— s=h,

—e = 0.1L, 0.2L,
0.7L, 0.8L,

0.3L, 0.4L, 0.5L, 0.6L,
0.9L

— h = 0.05L, 0.1L.

3. Para vigas usando los mismos momentos Yy
reacciones son del modelo propuesto para los
dos modelos.

La Figura 3 muestra la curva elastica para vigas
rectangulares simplemente apoyadas con cartelas
parabodlicas bajo carga concentrada situada en
cualquier parte de la viga para los dos modelos
(MPy MA).

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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La Figura 4 muestra la curva elastica para
vigas perfectamente fijadas en sus extremos
con cartelas parabolicas bajo carga concentrada
situada en cualquier parte de la viga para los dos
modelos (MP y MA).

La Figura 5 muestra la curva elastica para vigas
usando los mismos momentos y reacciones en
sus extremos del modelo propuesto con cartelas
parabdlicas bajo carga concentrada situada en
cualquier parte de la viga para los dos modelos
(MP y MA).

4. Resultados

Los valores de la curva elastica (deflexiones)
para la viga simplemente apoyada es mayor para
el modelo propuesto con respecto al modelo actual
parah = 0.1Ly h = 0.05L, y los valores mayores
se presentan para h = 0.05L (ver Figura 3).
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Tabla 4. Deflexiones en vigas usando los momentos del modelo propuesto para los dos modelos

Factores de las rotaciones en
el apoyo Ay en el apoyo B

Factores del desplazamiento maximo y
su ubicacidn a partir del apoyo A

Bas BBa € p
MP MA MP MA MP MA MP/MA MP MA MP/MA
h=0.1L, a=0.3L, ¢=0.3L
0.1L 0 -5.1895 0 0.3489 0.3383 0.3535 0.9570 -0.9263 -0.7409 1.2502
0.2L 0 -9.8149 0 1.7051 0.3687 0.3754  0.9822 -6.8415 -6.1251 1.1170
0.3L 0 -10.9028 0 3.4972 0.4071  0.4101 0.9927 -17.0884 -16.0440 1.0651
0.4L 0 -9.1986 0 5.2014 0.4507 0.4516  0.9980 -26.5992 -25.6383 1.0375
0.5L 0 -7.2000 0 7.2000 0.5000 0.5000 1.0000 -30.4482 -29.5211 1.0314
0.6L 0 -5.2014 0 9.1986 0.5493 0.5484 1.0016 -26.5992 -25.6383 1.0375
0.7L 0 -3.4972 0 10.9028 0.5929 0.5899  1.0051 -17.0884 -16.0440 1.0651
0.8L 0 -1.7051 0 9.8149 0.6313 0.6246 1.0107 -6.8415 -6.1251 1.1170
0.9L 0 -0.3489 0 5.1895 0.6617 0.6465 1.0235 -0.9263 -0.7409 1.2502
h=0.05L, a=0.3L, ¢=0.3L

0.1L 0 -10.2916 0 0.7854 0.3441  0.3461 0.9942 -12.5921 -12.2257 1.0300
0.2L 0 -19.4833 0 3.5567 0.3708 0.3722  0.9962 -62.7547 -61.3273 1.0233
0.3L 0 -21.6718 0 7.1282 0.4077 0.4084 0.9983 -144.9686 -142.8824 1.0146
0.4L 0 -18.3250 0 10.4750 0.4507 0.4509 0.9996 -220.7226 -218.8014  1.0088
0.5L 0 -14.4000 0 14.4000 0.5000 0.5000 1.0000 -251.3548 -249.5006 1.0074
0.6L 0 -10.4750 0 18.3250 0.5493 0.5491 1.0004 -220.7226 -218.8014  1.0088
0.7L 0 -7.1282 0 21.6718 0.5923 0.5916 1.0012 -144.9686 -142.8824 1.0146
0.8L 0 -3,5567 0 19.4833 0.6292 0.6278 1.0022 -62.7547 -62.3273 1.0233
0.9L 0 -0.7854 0 10.2916 0.6559 0.6539  1.0031 -12.5921 -12.2257 1.0300

Para la viga perfectamente fijjada en sus
extremos es mayor para el modelo actual con
respecto al modelo propuesto para h = 0.1L y un
valor de h = 0.05L, y los valores mayores son para
h = 0.05L (ver Figura 4).

Para la viga usando los momentos del modelo
propuesto para los dos modelos es mayor para el
modelo propuesto con respecto al modelo actual
para h = 0.1L y h = 0.05L, y los valores mayores
son para h = 0.05L (ver Figura 5).

La Tabla 2 muestra la comparacion de los
dos modelos para obtener los factores para las
rotaciones en los apoyos y los desplazamientos
maximos para una viga simplemente apoyada.

Estas comparaciones se realizan para G = 5E;
h =0.1L ademas de h = 0.05L. La Tabla 2 muestra
lo siguiente:

1. Las rotaciones y desplazamientos son mayores
en el modelo propuesto con respecto al
modelo actual.

2. Las rotaciones mayores aparecen cuando la
carga P se ubica en e = 0.4L para Osp, ¥

cuando la carga P se ubica en e = 0.6L
para 0gs para los dos modelos (h = 0.1L
y h =0.05L).

3. La diferencia mayor de las rotaciones para los
dos modelos aparecen en ¢ = 0.2L en gy
de 1.0175 y e = 0.8L en 64 de 1.0175 para

Computacion y Sistemas, Vol. 28, No. 3, 2024, pp. 963-987
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h = 0.1L,yene = 0.2L en gy de 1.0044 y
e = 0.8L en O de 1.0044 para h = 0.05L.

4. Los desplazamientos maximos aparecen
cuando la carga P se ubica en e = 0.5L para
los dos modelos (h = 0.1L 'y h = 0.05L).

5. La diferencia mayor de los desplazamientos
maximos para los dos modelos aparecen en
e=03Lye=0.7L.Parah =0.1L es de 1.0051
y para h = 0.05L es de 1.0013.

La Tabla 3 muestra la comparacion de los
dos modelos para obtener los factores para las
rotaciones en los apoyos y los desplazamientos
maximos para una viga empotrada en ambos
extremos. Estas comparaciones se realizan para
G =5FE;h=0.1Ly h =0.05L. La Tabla 3 muestra
lo siguiente:

1. Los momentos Mg y las reacciones R4 en el
modelo propuesto son mayores desde e = 0.1L
hasta e = 0.5L y son menores desde e = 0.6
hasta e = 0.9L con respecto al modelo actual.

2. Los momentos Mg mayores aparecen cuando
la carga P se ubica en e = 0.3L para los dos
modelos con h = 0.1Ly h = 0.05L.

3. Las reacciones R4 mayores aparecen cuando
la carga P se ubica en e = 0.1L para los dos
modelos con h = 0.1L 'y h = 0.05L.

4. Los desplazamientos maximos en el
modelo actual son mayores con respecto
al modelo propuesto.

5. Los desplazamientos maximos aparecen
cuando la carga P se ubica en e = 0.5L para
los dos modelos (h = 0.1Ly h = 0.05L).

6. La mayor diferencia de los desplazamientos
maximos entre los dos modelos aparece en
e=01Lye=009L.Parah=0.1L esde 0.5177
y para h = 0.05L es de 0.8798.

La Tabla 4 muestra la comparacion de los
dos modelos para obtener los factores para las
rotaciones en los apoyos y los desplazamientos
maximos para una viga usando los momentos del
modelo propuesto para los dos modelos. Estas
comparaciones se realizan para G = 5E; h = 0.1L
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ademas de h = 0.05L. Los resultados mostrados
en la Tabla 4 son los siguientes:

1. Las rotaciones en el modelo propuesto son
cero, porque los momentos son para vigas
perfectamente fijadas en sus extremos.

2. Las rotaciones maximas aparecen en e = 0.3L
para el apoyo Ay en e = 0.7L para el apoyo B
en el modelo actual (h = 0.1L y h = 0.05L).

3. Los desplazamientos maximos en el modelo
propuesto son mayores con respecto al
modelo actual.

4. Los desplazamientos maximos aparecen
cuando la carga P se ubica en e = 0.5L para
los dos modelos (h = 0.1Ly h = 0.05L).

5. La mayor diferencia de los desplazamientos
maximos entre los dos modelos aparece en
e=0.1Lye=0.9L.Parah =0.1L es de 1.2502
y para h = 0.05L es de 1.0300.

5. Conclusiones

El modelo presentado en este documento para
una viga de seccién transversal rectangular con
cartelas parabdlicas bajo una carga concentrada
localizada en cualquier parte de la viga y
momentos en los extremos para obtener las
rotaciones, los desplazamientos y la curva
elastica, considerando las deformaciones por
flexién y cortante (teoria de Timoshenko) ha sido
desarrollado para el caso general. Las principales
conclusiones son:

1. En el modelo actual la relacion “h/L” no influye:

a) Para vigas simplemente apoyadas, la
posicion de la carga.

b) Para vigas empotradas en sus extremos, los
momentos, las reacciones en los apoyos y
la posicién de la carga.

2. El modelo propuesto es mayor con respecto
al modelo actual para las rotaciones en
los apoyos y los desplazamientos maximos,
cuando se presentan los mismos momentos en
los extremos.
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3. El modelo propuesto supera al actual en el
intervalo de e = 0.1L a e = 0.5L, mientras
que es inferior entre ¢ = 0.6L y e = 0.9L
para los momentos Mg y las reacciones Ry,
cuando la viga esta perfectamente fijada en
ambos extremos.

4. El modelo propuesto es menor con respecto
al modelo actual para los desplazamientos
maximos, cuando la viga esta perfectamente
fijada en sus extremos.

Los desplazamientos méaximos por el modelo
propuesto que considera las deformaciones por
flexion y cortante son mayores para vigas con
los mismos momentos en los extremos, y son
menores para vigas perfectamente fijadas en sus
extremos respecto al modelo actual que considera
las deformaciones por flexion.

Por lo tanto, las deflexiones maximas que
actuan sobre las vigas del modelo propuesto
en este trabajo deben compararse con las
deflexiones maximas permitidas por los codigos
de construccion, porque en algunas condiciones
podria ser que no cumpla con los estandares
establecidos por los cédigos de construccién.

Entonces, el modelo propuesto es mas
apropiado y seguro con respecto al modelo
actual para el analisis estructural, debido a
que los esfuerzos cortantes y los momentos
flectores estan presentes en cualquier tipo de
estructura y aparecen deformaciones por flexién
y cortante. Las sugerencias para investigaciones
futuras pueden ser:

1. Cuando la seccién transversal de la viga sea
unaIoT.

2. Cuando la carga aplicada es diferente
a una carga concentrada o carga
uniformemente distribuida.
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