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Resumen. Actualmente las redes de tipo small world
constituyen un tema muy importante en nuestro entorno,
pues estan presentes en varios fendmenos naturales y
artificiales. Un objetivo de muchos algoritmos
desarrollados para tratamiento de grafos es conseguir
que un nodo cualquiera logre establecer una conexion
directa con otro nodo del grafo seleccionado al azar
obteniendo un “vecino lejano”. Este trabajo muestra un
estudio comparativo entre dos algoritmos que logran
este objetivo: Kleinberg y Biased Selection. Se
demuestra por medio de experimentos que los dos
algoritmos son capaces de obtener la distribucion de
Kleinberg. Se concluye que el algoritmo de Kleinberg
obtiene una distribucibn de muestreo que es
directamente proporcional a la distancia Euclidiana, y
Biased Selection, a pesar de que también obtiene una
distribucién directamente proporcional a la distancia
Euclidiana, permite que un nodo lejano pueda ser
determinado como vecino lejano con mayor frecuencia.

Palabras clave. Biased Selection, cadenas de Markov,
grafos, Kleinberg, paseos aleatorios, small world.

Comparative Study between Kleinberg
Algorithm and Biased Selection
Algorithm for Small World Networks
Construction

Abstract. Actually Small-World Networks is a very
important topic, it is present in a lot of applications in our
environment. A target of many algorithms is to establish
methods to get that any node in a graph can establish a
direct connection with a randomly “long-range neighbor”.
This work is comparative study between two algorithms
that get this target (Kleinberg and Biased Selection), |
demonstrate by my experiments that both get the
Kleinberg’s distribution. | conclude that the Kleinberg’s
algorithm distribution maintains a probability directly
proportional to Euclidian distance, and Biased Selection,
although also maintains a probability directly

proportional to Euclidian distance, allows that a node can
get a farther node as ‘“long-range neighbor” more
frequently.

Keywords. Biased selection, graph, Kleinberg, Markov
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1. Introduccién

En nuestro entorno existe una gran variedad de
tipos de red, de diferente naturaleza y diversas
estructuras. Los estudios realizados sobre redes
han permitido entender varios fendmenos
naturales y sociales, asi como proponer
soluciones a varios problemas. En 1998 Watts y
Strogatz [6] introdujeron un modelo matematico de
red llamado “small world”, el mismo que sostiene
que dada una red R en la que se encuentran los
nodos a, b y c, separados por una distancia d, en
donde, d(a,b) > d(a,c) =1y, d(a,b) >d(c,b) =
1, es posible mediante la construccion de una red
small world, establecer un enlace unidireccional
entre a y ¢ que defina una distancia d’(a,c) =1,
por lo que la distancia d'(a,b) =1+d(c,b) <
d(a, b), es decir, se ha acercado el nodo a al nodo
b, mediante un camino de longitud d’(a,b) =
d(a,b) —d(a,c) + 1, sin embargo, esto no implica
que el nodo b se ha acercado al nodo a, puesto
que el nodo b no ha creado ningun enlace
diferente a los que tenia inicialmente. También es
evidente que d’(a, c) < d(a,c), por lo que también
el nodo a se ha acercado al nodo c, siempre y
cuando d(a,c) > 1. Cuando se crea un enlace
unidireccional entre un nodo a y un nodo c, se dice
que ¢ es un vecino lejano de a. Este concepto se
utiliza para crear redes de tipo small world, y para
entender diferentes fenomenos que suceden en la
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redes [7]. Una manera de crear redes small world
es mediante el algoritmo de Kleinberg [1, 3, 4, 13]
y mediante el algoritmo de Biased Selection [2].

La implementacién de algoritmos que permitan
establecer vecinos lejanos de manera aleatoria
entre los nodos de una red es un tema de gran
importancia para la computacion, y es de interés
general debido a la variedad de areas en las que
se los puede aplicar, por ejemplo: reduccion del
valor promedio de consumo de energia, y
conservacion de la energia en redes tipo Ad-hoc
[8, 9]; ayuda a la deteccion de inconvenientes que
pueden complicar la aplicacién de algoritmos y
software disefiados para estudios sociales [10];
estudios sobre fendbmenos de redes sociales de
tipo small world [11].

Este trabajo muestra los resultados de un
estudio comparativo entre los dos algoritmos luego
de haber generado redes small world utilizando las
dos técnicas. Se concluye que Biased Selection
(BS) puede generar una small world con una
distribucion semejante a la de Kleinberg, pero
otorgando a los nodos mas alejados una mejor
probabilidad de ser escogidos como vecinos
lejanos que la que otorga Kleinberg.

2. Descripcion de los algoritmos

Este trabajo muestra una comparativa entre el
clasico algoritmo de Kleinberg y Biased Selection,
ambos permiten crear redes small world mediante
la generacién de enlaces unidireccionales entre un
nodo y un vecino lejano; para ello se ha trabajado
sobre un grafo con la estructura de un toroide
completo de dimensiones 100x100, que es una
estructura de red en forma de grilla, el grafo esta
conformado por diez mil nodos, todos los nodos
tienen inicialmente cuatro vecinos, cada nodo i
posee un identificador que es un ndmero
secuencial entre 0 y 9999, ademds, cada nodo i
tiene una ubicacion de coordenadas (x;, y;) dentro
del grafo (Figura 1).

El Algoritmo de Kleinberg

El algoritmo de Kleinberg, para crear un enlace
a un vecino lejano desde un nodo determinado,
propone primeramente calcular la sumatoria del
inverso en las distancias Euclidianas elevadas a la
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Fig. 1. llustracién de un toroide completo

segunda potencia, desde dicho nodo a todos los
demas nodos, como se muestra en (1).

m-1
1
$= 2 Ty .

donde m es el nimero total de nodos que tiene el
toroide, y d es la distancia Euclidiana entre el nodo
origen u y el nodo v;, (si u=v;, entonces
d(u,v;) = 0). El célculo de la distancia Euclidiana
entre dos nodos viene dado por (2):

d =/ (min(lx; = x,[,m — [x; — %,0)7 + (min(ly, — .l m = —3:00%  (2)

donde (x,, y,) representa la ubicacion del nodo u
en el toroide, y (x,, y,) representa la ubicacion del
nodo v; en el toroide.

La figura 2. Muestra la variacién de la inversa
distancias Euclidiana entre el nodo 0 (u = nodo 0)
y los demas nodos del grafo, elevadas al
cuadrado. En esta figura se puede apreciar un
gréfico de tipo “cola larga”.

Este algoritmo propone generar un ndmero p
de manera aleatoria con probabilidad uniforme
entre 0 y S, finalmente vuelve a calcular la
sumatoria del inverso de las distancias Euclidianas
elevadas a la segunda potencia S’ entre el nodo
origen y los demas nodos pero solamente hasta
que se cumpla (3):

S'">p. ®3)
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Fig. 3. Frecuencia de los vecinos lejanos escogidos para el nodo 0 ordenados por su identificador

El vecino lejano sera el nodo que el algoritmo
haya tomado como muestra cuando se cumpla (3).
Por ejemplo, Si ' =p cuando en la sumatoria
definida en (1) sea i = j, entonces el valor de §’
estaria definida por (4), y el vecino lejano escogido
para el nodo u seria el nodo v; [5]:

1

S’ = + +ort .
de (u’ 170)2 de (u' 7-71)2 de (u‘ vj)z

(4)

Se han realizado experimentos tomando
500000, 1000000 y hasta 2000000 de vecinos
lejanos para el nodo 0 (nodo origen).

El algoritmo de Biased Selection

Otra manera de obtener un vecino lejano para
un nodo es mediante la implementacion del
algoritmo Biased Selection (BS) [2]. Este algoritmo
alcanza la distribucion de probabilidad deseada
cuando la distribucién estacionaria del proceso de
Markov es alcanzada [12].

El funcionamiento de este algoritmo se
describe a continuacion: se toma un nodo
determinado como nodo origen (nodo u), y se
obtiene dos nodos aleatorios x e y escogidos con
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probabilidad uniforme distintos al nodo origen (u #
x #y), de los cuales, inicialmente el nodo
escogido como vecino lejano de u es x, la
probabilidad de que el nodo y sea finalmente
escogido como vecino lejano de u viene dada por
la probabilidad resultante de (5):

_ow(®)
P(u,y) = W)+ w0y (%)
donde:
w(y) =d.(w,y), (6)
w(x) = d,(u,x). @)

Luego se genera un numero aleatorio g entre
0y 1 de manera uniforme, el nodo escogido como
vecino lejano de u es y cuando se cumple (8), en
cualquier otro caso el vecino lejano de u es x; hay
gue tener en cuenta que BS es un algoritmo
iterativo, por lo cual para establecer un vecino se
debe realizar este proceso un determinado
namero de rondas:

q=P,y). (8)

El nimero de muestras obtenido fue el mismo
para los dos algoritmos, con el fin de poder hacer
la comparativa correspondiente.

Se puede notar entonces que en los dos casos,
un nodo v tendr& mayor posibilidad de ser
escogido como vecino lejano de un nodo u, (para
u # v) mientras d.(u,v) sea mas pequefia, es
decir, los nodos que se encuentren en el lado
opuesto del toroide tendrdn menor probabilidad de
ser escogidos.

La Figura 3 muestra la frecuencia con la que
cada nodo fue escogido como vecino lejano,
ordenando los nodos segun su identificador, desde
1 hasta 9999.

El objetivo de la Figura 3 es determinar los
nodos que tendrian menos probabilidad de ser
escogidos como vecinos lejanos del nodo 0, segun
la grafica se puede ver que los nodos ubicados en
la mitad de la numeracion secuencial han sido
muestreados menor cantidad de veces, pudiendo
definir que para el nodo 0 el nodo mas lejano es el
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que tenga la posicién dentro de la grilla de (50, 50),
es decir el nodo cuyo identificador es 5050; al
aplicar (2), se obtiene que:

d,(0,5050) = /5000,

por lo tanto, P(0,5050) = 0.0002, siendo esta
la probabilidad menor de todas las posibles en el
experimento, esto da una pauta para determinar el
namero minimo de muestras necesarias para el
experimento. Determinaremos que el numero de
muestras sea tal que le permita al nodo con menor

probabilidad ser muestreado cien veces,
entonces:
Cantidad Muestras * probabilida menor = 100, (9)
100
Cantidad Muestras = (20)

probabilidad menor’

Aplicando (10), el numero de muestras
requerido para el experimento fue de 500,000, sin
embargo, para dar mayor credibilidad al trabajo, se
tomo una cantidad de muestras de hasta dos
millones en cada experimento.

Para la ejecucion de este trabajo se ha utilizado
un grafo generado y cargado en memoria, dicho
grafo representa un toroide completo de
dimensiones 100 x 100.

Ademas se puede decir que el grafo es conexo,
originalmente es no dirigido, y que sus aristas no
tienen peso.

3. Discusion de resultados

Para los experimentos con los dos algoritmos
se ha establecido al nodo 0 como nodo origen,
esto seria irrelevante, ya que en el toroide
completo todos los nodos tienen igual centralidad
y grado.

Algoritmo de Kleinberg: en este algoritmo
prevalece por completo la probabilidad de cada
nodo candidato a ser escogido como vecino largo,
ya que la distribucion del muestro tiene la forma de
una “cola larga”, en la que los nodos escogidos
como vecinos lejanos del nodo 0 se “ordenan
ascendentemente” segun su distancia Euclidiana
al nodo origen, como se puede apreciar en la
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Fig. 5. Distribucién del muestro generado por BS con 3 rondas

figura 4. Al comparar la figura 4 y la figura 2 se nota
la similitud de las curvas, lo que corrobora esta
deduccion.

Algoritmo Biased Selection: Los experimentos
realizados con el algoritmo BS fueron ejecutados
con un numero de rondas que varia de forma
incremental, con ello se ha notado que mientras
mayor es el nimero de rondas, la distribucion de
la frecuencia del muestreo resulta ser mas
parecida a la distribucion de la frecuencia del
muestreo de Kleinberg, a continuacién se muestra
los resultados mas relevantes. Desde la figura 5
hasta la figura 11, se puede observar la similitud
que adquiere la distribucion obtenida con la
distribucion expuesta en la figura 4.

Desde la figura 8 hasta la figura 11, las curvas
obtenidas no muestran variaciones
significativamente importantes, sin embargo todas
estas curvas ya han alcanzado la distribucién de
Kleinberg, que es semejante a la curva visualizada
en la figura 2 (efecto “cola larga”).

Al graficar los resultados obtenidos luego de
haber ejecutado los dos algoritmos con los que se
han establecido hasta dos millones de vecinos
lejanos para el nodo 0 de un toroide de tamafio
100x100, y en el caso de BS con diferentes
nameros de rondas, hemos podido verificar que el
algoritmo BS alcanza la distribucion de Kleinberg
aproximadamente con un nimero de rondas igual
a 100.
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Fig. 7. Distribucion del muestro generado por BS con 23 rondas

En la distribucion generada por el algoritmo de
Kleinberg la frecuencia de la aparicion de los
nodos obtenidos como muestra mantiene un orden
que coincide con la ordenacién ascendente de las
distancias Euclidiana de dichos nodos al nodo
origen, es decir, esta probabilidad se mantiene.

En la distribucion generada por BS, este orden
se mantiene desde los nodos vecinos que tienen
una distancia Euclidiana con respecto al nodo
origen igual a 1, hasta los que tienen una distancia
Euclidiana con respecto al nodo origen igual a 8,
los nodos que tienen distancias mayores con
respecto al nodo origen empiezan a ser escogidos
como vecinos lejanos de manera aleatoria, es
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decir, el algoritmo BS da oportunidad a que el nodo
origen alcance un vecino lejano que esté ubicado
a una distancia mayor y de manera aleatoria con
mayor frecuencia cuando el nimero de rondas se
incrementa. BS puede ser una mejor opcién que
Klienberg cuando se desea que la distribuciéon de
las frecuencias del muestreo tenga una mayor
uniformidad.

En la figura 12 se puede comparar las dos
distribuciones de frecuencia obtenidas, en ella hay
evidencia de que la frecuencia con la que los
nodos mas cercanos al nodo origen han sido
escogidos con el algoritmo BS es mucho menor
que la frecuencia con la que los mismos nodos
fueron escogidos al utilizar Kleinberg.
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Fig. 8. Distribucion del muestro generado por BS con 100 rondas
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Fig. 9. Distribucién del muestro generado por BS con 200 rondas
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Fig. 10. Distribucion del muestro generado por BS con 1000 rondas
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Fig. 12. Representacion grafica de las frecuencias de muestreo obtenidas por BS y por Kleinberg
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Tabla 1. Nodos elegidos por Kleinberg como Vecinos
Lejanos

Tamafio dela Identificador NUmero de

muestra del nodo veces elegido
1 17804
Nodos 99 17776
mas
elegidos 100 17885
1900 8867
500000
5049 3
Nodos 5051 2
menos
elegidos 5150 5
5050 1
1 35832
Nodos 99 35559
mas
elegidos 100 36098
1900 36218
1000000
5049 8
Nodos 5051 5
menos
elegidos 5150 6
5050 4
1 72418
Nodos 99 72181
més
elegidos 100 71509
1900 71099
2000000
5049 17
Nodos 5051 13
menos
elegidos 5150 13
5050 7

La figura 13 muestra la gréfica del error relativo
de la seleccion de los vecinos lejanos escogidos
por BS, comparado con la seleccién de los vecinos
lejanos escogidos por Kleinberg, la gréfica permite
observar el error relativo obtenido versus el
namero de rondas que se realizaron antes de
escoger el vecino con BS. Se evidencia que el
valor del error se estabiliza luego de 100 rondas.
BS no intenta simular un muestreo idéntico al de
Kleinberg con un error relativo bajo, sino crear una
red small world similar a la generada por el

algoritmo de Kleinberg, pero con una distribucién
de frecuencia de muestro con uniformidad mayor.

La Tabla 1 muestra los resultados de tres
experimentos realizados con el algoritmo de
Kleinberg sobre el mismo toroide, en los cuales se
seleccionaron 500.000, 1'000.000 y 2'000.000 de
vecinos lejanos para el nodo 0 (nodo origen), la
tabla muestra nodos que han sido seleccionados
como vecino lejano con mayor frecuencia y los que
han sido seleccionados como vecinos lejanos con
menor frecuencia; los nodos que han sido
seleccionados una mayor cantidad de veces como
vecino lejano son los més cercanos al nodo origen
(nodo 0), es decir, aquellos cuatro nodos que se
encuentran a un distancia Euclidiana igual a 1; y
los nodos que han sido seleccionados una menor
cantidad de veces como vecino lejano son
aguellos que estan mas alejados del nodo origen,
es decir aquellos que se encuentran en el lado
opuesto del toroide (el nodo 5050 es el menos
escogido).

Se puede evidenciar que en los tres
experimentos se han escogido los mismos nodos
tanto con la mayor frecuencia como con la menor
frecuencia, ademas, mientras mas vecinos lejanos
se obtengan para el nodo origen, mas veces se
seleccionan los nodos que se encuentran a
distancia Euclidiana igual a 1, mostrando un
incremento de la frecuencia de muestreo muy
apreciable. En cambio, a pesar de que en cada
experimento se ha incrementado el tamafio de la
muestra de manera considerable, los nodos
menos seleccionados como vecinos lejanos
experimentan un incremento en su frecuencia de
muestreo demasiado pequefio.

En la Tabla 2 se puede ver que en ningln caso
el nodo menos elegido por BS ha sido el nodo
5050 que es el nodo mas alejado con respecto al
nodo origen (nodo 0).

La Tabla 3 muestra resultados obtenidos por el
algoritmo de Kleinberg y por BS en un experimento
en el que se seleccionaron 2'000.000 de vecinos
lejanos para el nodo origen (nodo 0), en la primera
columna se muestra el identificador del nodo, en la
segunda columna se muestra la cantidad de veces
que el nodo ha sido muestreado por el algoritmo
de Kleinberg, en las cuatros primeras filas se
muestran los nodos mas elegidos, estos son los
nodos que estan a una distancia Euclidiana igual a
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Tabla 2. Nodos elegidos en menos ocasiones como
Vecino Lejano por BS

Numero Distancia

Identificador de Euclidiana
Rondas
del nodo veces al nodo
elegido origen

4859 36 63.13
3 5555 36 63.64
4642 35 62.29
5046 34 67.94
5152 75 68.59
13 5257 75 64.44
5551 74 66.53
5046 66 67.94
5249 75 68.59
23 5246 75 66.48
5152 74 68.59
5046 67 67.94
4948 58 68.59
5241 56 63.13

100
6145 54 59.55
4951 52 69.30
4845 69 65.80
5644 69 62.23

200
4752 68 67.18
5045 67 67.27
3756 56 57.49
5847 56 63.03

1000
5345 54 65.07
4948 52 68.59
4152 54 63.13
4946 52 67.21

2000
5254 52 66.48
5146 44 67.21

1, es decir los cuatro nodos adyacentes al nodo
origen dentro del toroide original.

Desde la fila quinta hasta la octava se
encuentran los resultados de los nodos menos
elegidos por Kleinberg, estos son los nodos que
mas alejados se encuentran con respecto al nodo
origen, la distancia de cada nodo al nodo origen se
muestra en la tercera columna de la Tabla 3;
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como se puede notar esto corresponde
estrictamente con la probabilidad que el algoritmo
de Kleinberg otorga a cada nodo de ser escogido
como vecino lejano, a menor distancia mayor es la
probabilidad, y es evidente que no puede existir
una distancia menor a 1.

Desde la cuarta columna hasta la décima
columna se muestran los resultados obtenidos por
BS para los mismos nodos, para ejecuciones del
algoritmo con 3 rondas, 13 rondas, 23 rondas, 100
rondas, 200 rondas, 1000 rondas y 2000 rondas.

Los resultados coinciden en cuanto a los nodos
que han sido elegidos una mayor cantidad de
veces, pues con BS los nodos que han obtenido
una mayor frecuencia de eleccién como vecino
lejano son también los que se encuentran a una
distancia Euclidiana igual a 1, pero esta
frecuencia es significativamente mayor con
respecto a los resultados otorgados por Kleinberg,
teniendo en cuenta que con los dos algoritmos se
han obtenido el mismo numero de muestras, lo
cual implica que esa diferencia se encuentra
repartida en frecuencias de muestreo de otros
nodos mas lejanos, lo cual implica que la
distribucion de la frecuencia de muestreo de BS
tiene una uniformidad mayor que la frecuencia de
muestreo de Kleinberg.

En cuanto a los nodos que han sido elegidos
menos veces por Kleinberg, se puede notar que
con BS también han sido escogidos un nimero
mucho menor de veces, sin embargo no son
precisamente los nodos menos muestreados en
cada uno de los experimentos; los cuatro nodos
menos elegidos por BS en cada uno de los
experimentos se muestran en la Tabla 2, en ella se
puede ver que los hodos menos muestreados son
diferentes en cada experimento, esto evidencia
que BS otorga una mayor probabilidad a los nodos
mas lejanos de ser elegidos como vecinos lejanos
de manera aleatoria con respecto a la probabilidad
otorgada por Kleinberg.

4. Conclusiones

El algoritmo Biased Selection puede alcanzar
mediante la construccién de una red small world,
una distribucién de frecuencia de muestreo
semejante a la que genera el algoritmo de
Kleinberg. La distribucion de la frecuencia de
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Tabla 3. Nodos escogidos como Vecino Lejano por el algoritmo de Kleinberg para dos millones de muestras

Numero de veces elegido con BS

NUimero . .
. de veces D'St?r?c'a
Identificador leaid Euclidiana
del nodo elegido al nodo 3 13 23 100 200 1000 2000
con origen rfondas rondas rondas rondas rondas rondas rondas
Kleinberg
Nod 1 72418 1 738 1435 2045 5576 5669 5904 5726
oaos
elegidos 99 72181 1 752 1437 2024 5464 5543 5740 5678
en mas 100 71509 1 730 1455 2065 5510 5661 5974 5796
ocasiones
9900 71099 1 752 1507 2060 5522 5668 5512 5734
5049 17 70.01 39 83 78 88 82 84 82
Nodos
elegidos 5051 13 70.01 38 102 87 84 88 96 84
€n menos 5150 13 70.01 41 90 91 70 79 80 74
ocasiones
5050 7 70.71 48 92 85 84 77 96 56
muestreo generada por el algoritmo de Kleinberg 2. Barbour, A. D. & Reinert, G. (2000). Small worlds.
dentro de un toroide es directamente proporcional arXiv preprint cond-mat/0006001.
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